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INTRODUCTION 


Laplace en étudiant les lois de probabilité discontinues définies par 
l'ensemble des p, (probabilité positive finie d'avoir X = x entier positif) a 
introduit la ‘fonction génératrice des p !! (1) Laplace (1), Livre I, chapitre 
premier, p.7). ù 


GR pipe SAUNA Med ERA, 


c'est-à-dire l'espérance mathématique de (z'). Le titre très significatif in- 

dique une propriété essentielle de G (z) relativement à l'ensemble des p,. 
I1 a également donné à cette fonction la forme moderne plus souple en 

prenant pour variable t = u Log z soit z = et? 


I1 donne (p.83, ouvrage cité) le couple de formules : 


œ +X 


F (t)= Pro De Fu(t} ces ndt 


Cette notion est également utilisée par Poisson (1. chap. IV,p.246...) 
et par Cauchy (voir 1. page 87). 


Augustin Cauchy pour étudier la loi des erreurs, avait considéré la 
fonction caractéristique de variables aléatoires quelconques comme en té- . 
moigne une brève note aux Comptes-rendus du 8 Août 1853. L'illustre ma- 
thématicien donne les formules de réciprocité. Cette communication n'avait 
pas attiré l'attention et resta dans l'oubli jusqu'à une époque très récente. 


C'est à Poincaré que l'on doit la dénomination actuelle (Poincaré-1, 
chap.XI,p.206) et la prernière démonstration explicite de la propriété fon- 
damentale touchant la somme de variables indépendantes, Précisons que 
Poincaré utilisa la fonction caractéristique sous la forme E (e-t* ) et qu'il 
ignora certainement la note de Cauchy sur ce sujet. 

L'emploi des fonctions caractéristiques est devenu systématique dans 
les recherches modernes ; spécialement pour l'étude des sommes de va- 
riables aléatoires indépendantes, des lois limites et dans le problème in- 
verse : la décomposition d'une loi de probabilité. Toutes ces questions 
visent à édifier une théorie de l'arithmétique des lois de probabilité. 


C'est tout d'abord M. Paul Lévy qui utilisa systématiquement et dans 


(1) Se référer à la bibliographie en dernières pages. 
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cet esprit la fonction caractéristique dans son cours à l'Ecole Polytech- 
nique en 1920. Ses principaux résultats font l'objet d'une note aux Comptes 
rendus en 1922 : ‘Sur la détermination des lois de probabilité par leurs 
fonctions caractéristiques''. L'auteur apprit un peu plus tard que ces ré- 
sultats avaient déjà été présentés à l'Académie par Cauchy en 1853. Cette 
fois, les mathématiciens saisissent toute l'importance de cette notionet son 
utilisation devient courante. 


L'intérêt de la fonction caractéristique réside d'une part dans l'équi - 
valence des données, y compris l'équivalence des limites sous des conditi- 
ons très générales ; et d'autre part dans la traduction simple de la compo- 
sition des lois de probabilité. Il convient de préciser que la dépendance 
des variables que l'on additionne entraine des complications telles qu'en 
fait les fonctions caractéristiques ne sont utilisables que pour des variables 
aléatoires indépendantes. 


Signalons les applications suivantes : 


L'étude de la loi des erreurs par P,. Lévy et sa théorie des lois infi- 
niment divisibles. 


La démonstration du théorème de Lévy-Cramer par H. Cramer tout 
d'abord en 1936, puis par Marcienkiewicz et D. Cugué d'une manière à la 
fois plus simple et plus étendue. 


Les travaux de M. G. Darmois (voir bibliographie) et de son école : 
Melles E. Mourier et C. Rotschild, C-R Ac. Sc. 10 Déc. 1947 - Féron 
et Fourgeaud - Publication I.S.U.P. Paris 1952 vol. I, fasc. Il, à la fois 
sur l'analyse factorielle linéaire et surles propriétés caractéristiques des 
lois de Laplace-Gauss. 


Dans une autre voie, les travaux de Mathias (1923) puis de S. Bochner 
ont dégagé une classe de fonctions, dites définies positives très voisine de 
celle des fonctions caractéristiques et réalisant les inégalités qui servent 
de définition : 


DH (u; - u;) a; à, réel positif 
i j 


S. Bochner a démontré en 1932 l'identité entre les fonctions continues dé- 
finies positives égales à 1 à l'origine et les fonctions caractéristiques, ce 
qui permettrait d'étudier les fonctions caractéristiques d'une autre ma- 
nière. 


Le moment était donc venu de présenter une synthèse des propriétés 
des fonctions caractéristiques. Une première mise au point a été faite en 
1937 par M. Geza Kunetz dans sa thèse de doctorat de l'Université de Pa- 
ris. L'auteur s'est proposé de ‘'donner un aperçu systématique des condi- 
tions auxquelles doit satisfaire une fonction donnée pour pouvoir être consi- 
dérée comme la caractéristique d'une loi de probabilité". Depuis, une 
importante contribution a été apportée à cette question par M.D. Dugué qui 
a montré comment certaines propriétés des fonctions caractéristiques se 
rattachent à des théorèmes généraux de la théorie des fonctions analytiques 
et en particulier au résultat de M. Hadamard connu sous le nom de ‘''théo- 
rème des trois cercles'', D. Dugué a de plus publié de nombreux résultats 
sur le difficile problème de l'Arithmétique des lois de probabilité et ceci à 
l'aide des fonctions caractéristiques (voir bibliographie), Les premières 
communications soulignent bien la difficulté du problème, Une synthèse de 
ces travaux doit paraitre prochainement au Mémorial des Sciences Mathé- 
matiques,. 
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Parallèlement aux études précédentes, les fonctions définies positives 
se sont introduites dans la théorie des fonctions aléatoires du second or- 
dre. Cette théorie commencée par A. Khintchine en 1934 a pris depuis un 
développement considérable avec Slutsky (1937), Kolmogorov (1941), H. 
Cramer (1941), M. Loève, A. Blanc-Lapierre, R. Fortet pour ne citer que 
les principaux auteurs. C'est dire que l'instrument mathématique a sous 
cet aspect été beaucoup plus étudié ; il n'en sera pas question ici sauf une 
courte allusion (chapitre VI). 


Le présent travail vise d'une part à préciser les propriétés descrip- 
tives des fonctions caractéristiques ; en particulier à indiquer ce qui dis- 
tingue les fonctions caractéristiques qui correspondent aux trois types de 
répartitions simples possibles (chap. I et Il) ; d'autre part à étudier des 
transformations fermées sur la classe des fonctions caractéristiques. Cela 
permet de transformer des fonctions caractéristiques en sachant le com- 
portement correspondant des distributions ; de pouvoir fabriquer des fonc- 
tions caractéristiques sans partir des distributions de probabilité qu'elles 
représentent et enfin de trouver des conditions nécessaires et suffisantes 
pour qu'une fonction soit la caractéristique d'une distribution de probabilité. 
Ces transformations s'appliquent à des catégories plus larges que les fonc- 
tions caractéristiques : fonctions définies positives (chap.V) ; fonctions et 
distributions de type non négatif (chap. VI). 


Quatre transformations sont étudiées ici et qui (sous certaines hypo- 
thèses d'existence) sont fermées sur les classes précédentes donc en par- 
ticulier sur les fonctions caractéristiques; elles permettent aussi de trans- 
former en fonctions caractéristiques des fonctions ou des distributions de 


type non négatif. 


De plus,ces transformations sont deux à deux homologues par la trans- 
formation de Laplace, ce sont : 


- d'une part : le produit de composition et le produit multiplicatif 
(chap. IV et VI) ; 


- d'autre part : les transformations X et H (chap. III et VI). 


Le produit de composition et la transformation # s'appliquent norma- 
lement à des distributions et leurs fonctions caractéristiques subissent les 
transformations homologues ; mais on peut avec quelques précautions ap- 
pliquer ces opérations à certaines catégories de fonctions. La notion de 
mesure d'une distribution par une fonction met beaucoup d'unité dans ces 


questions. 


Le dernier chapitre traite des fonctions caractéristiques convexes en 
partant de la définition de Polya. Les conditions suffisantes de Polya sont 
un peu élargies et la famille des lois est caractérisée en elle-même par 
des produits de variables aléatoires indépendantes. Enfin des ‘'distributions 
discontinues convexes!! sont envisagées, qui permettent d'obtenir de nou- 
velles fonctions caractéristiques par produit de composition. 


X 


Je tiens à témoigner ma reconnaissance toute particulière à mon Mai- 
tre M.Georges Darmois qui m'a guidé dans tous ces travaux. Par les nom- 
breuses conversations que nous avons eues ensemble, j'ai pu profiter de sa 
grande expérience dans de nombreux domaines. M. D. Dugué a suivi le dé- 
veloppement de ce travail ; je lui dois des conseils, des suggestions et des 
encouragements précieux ; qu'il reçoive ici le témoignage de ma gratitude. 
Je remercie aussi M. Lechnerowicz qui a bien voulu guider mon étude sur 
les questions qui ont fait l'objet de la thèse secondaire. 1 
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CHAPITRE PREMIER 


DÉFINITION ET PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS 
CARACTÉRISTIQUES 


1. - DÉFINITION D’UNE LOI DE PROBABILITÉ D’UNE SEULE VARIABLE 


Une loi de probabilité est définie par sa fonction de répartition (f.r.) 
F (x) = Prob re si 


C'est une fonction monotone non décroissante variant de 0 à 1. Il ré- 
sulte des travaux de Lebesgue (1) sur la dérivation et l'intégration des 
fonctions monotones, qu'une telle fonction est décomposable en trois élé- 
ments : 

1° - Une fonction de sauts, qui groupe l'ensemble des discontinuités 
de la fonction F. L'ensemble de ces discontinuités est au plus dénombrable. 


2° - Une fonction absolument continue qui admet une dérivée f(x) pres- 
que partout et qui est l'intégrale indéfinie de cette dérivée. f(x) définit une 
Mdensité'' de probabilité : c'est une fonction sommable jamais négative. 


3° - Une fonction continue admettant une dérivée nulle presque partout; 
cette densité devientinfinie sur un ensemble de mesure nulle ayant la puis- 


sance du continu. 


On peut donc écrire : 


Feb: Pa) RE pie (ne) 


où p, P, P, sont positifs et de somme unité ; les fonctions F (x) sont des 
trois types précédents,elles correspondent à trois types de répartition : 


F, (x) est une "fonction de sauts'' ou fonction en escalier ; elle carac- 
térise une distribution complètement discontinue ou du type I. 


F, (x) fonction absolument continue définit une distribution absolu- 
ment continue'' ou du type Il. 
F, (x) et la distribution correspondante seront dites ''singulières'' ou 


de type III. 


(1) Voir H. Lebesgue : Leçons sur l'intégration (1928) pp.158-183-188. 
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2. - VALEUR PROBABLE D’UNE FONCTION DE VARIABLE ALÉATOIRE 


Soit une variable aléatoire de f.r. F(x) et soit y = g(x) une fonction 
continue bornée de X. On peut considérer Y = g(x) comme une variable 
aléatoire ayant une fonction de répartition bien définie G (y) et la valeur 
probable de Y sera par définition : 


M (#) = [y ac (y) (1) 


œ 


Si g(x) est une fonction monotone, cette expression équivaut à l'inté- 
grale de Stieltjes : 


x ae (2) 


M.de Finetti a montré que ces deux définitions sont équivalentes lors- 


que l'intégrale (2) est absolument convergente et l'on note E [8 (x) ] le ré- 
sultat de l'une ou l'autre de ces opérations. 


(Consulter Fréchet, Recherches modernes sur le Calcul des Probabi- 
lités, volume I, p.47). 


3. DÉFINITION D’UNE FONCTION CARACTÉRISTIQUE 


x 


La fonction caractéristique associée à une variable aléatoire de f.r. 
F (x) est : 


AU se AC LEQ Ds &F (x) (1) 


intégrale de Lebesgue-Stieltjes, absolument convergente quel que soit t et 
uniformément convergente par rapport à t : c'est une fonction continue de t, 
de module inférieur ou égal à 1. 


Si t est une variable réelle, la fonction ÿ est en général complexe : 


œ (t) =} cos tx dF (x) + :/ sin tx dF (x) 


= Alt) +i Bt) 


A (t) est une fonction paire de t 
B (t) est une fonction impaire de t. 


On résume ces propriétés en disant que æ (t) est ''hermitienne!! : 


œ (-t) = Gt) 


3.a. Signification de A (t) et de B (t) 


Il est parfois plus commode, et ce sera le cas ici, de choisir pour fr. 
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EE pas F (x) = Prob XL OT | mais cette fonction augmentée de 


2 PGx) =3 Prob | X=x | soit : 


2Palx#.0).HP Ges 0) 
E, (x) = 2 


; 3 x , 
C'est encore une fonction monotone non décroissante mais ses dis- 
He te fee Ç 

continuités sont de première espèce. 


F(x) et F, (x) diffèrent sur un ensemble de mesure nulle, et par suite 
les deux intégrales : 


fi dF (x) a fre dF, (x) sont égales 


1 - F, (-x) est une f.r. du même type, ainsi que : 


c@=1[r6@+1-r (| 

: de ne et 

dG (-x) = dG (x) 
Posons de plus : 

H (x) Le (x) +F, (-x) -1 | 
A 

et F, (x) = G (x) + H (x) 

dious 

A (t) = f cos tx dG (x) + fes tan (x) = fees tx dG (x) 
(0) 


2 
B (t) = fs tx (x) + fs tx dH (x) =. sin tx dH (x) 
= 0 


Or G{(x) est la f.r. de la répartition ''symétrique moyenne! et H(x) est 


la ‘'pseudo f.r.'' qu'il faut ajouter à G(x) pour obtenir F. 


Alt) est donc une fonction caractéristique : celle de la distribution 'sy- 
métrique moyenne'' de la distribution donnée. 


iB(t) n'est pas une fonction caractéristique mais la transformée de 
Laplace de la pseudo répartition H (x). 


Dans le cas particulier d'une distribution admettant partout une densité 
continue f(x) les notations précédentes se simplifient ainsi que la significa- 
tion des calculs : 


(1) Pour simplifier les notations / indiquera dans ce qui suit l'intégrale de -œà too, 
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La densité ‘'symétrique moyenne! est g(x) AGO (Ex) = = =x) fonction paire 
h(x) = £Cx) = f(-x) fonction impaire 


La densité complémentaire est : 


A (t) est la f.c. de la distribution de densité g(x), 
iB (t) est la p.f.c. de la pseudo distribution de densité h (x). 


4. - FORMULES DE RÉCIPROCITÉ 


On sait que ® (t) est bien caractéristique de la répartition à laquelle 
elle est associée. Cet énoncé résulte de la formule générale (1) maintenant 
classique : 


+T “ta -itb 
F (b)-F (a)= lim LR / p (+) 7 — dt (1) 


Gpe 
en particulier : 


-iat 


F (a) -F (o)= lim 7 / ii p (t) dt (2) 
T0 


Pour n'introduire que des fonctions réelles, on peut écrire ces for- 
mules sous la forme suivante : 


2x 


F HAS RS is (t) ie. s Pense ._. (t) | # 


Les remarques précédentes précisent la signification des deux termes 
de l'intégrale : le premier se rapporte à G{(x) et le second à H (x). 


Dans le cas particulier d'une répartition absolument continue et pour- 
vue d'une densité f (x) celle-ci est définie par : 


5 
HR HO)T Le -0).. ; 1 itx 
> = lim 3x 2 œ(t) e dt . (3) 
ns se 


T 


Au contraire dans le cas d'une répartition absolument discontinue, la 
formule suivante sera plus utile : 


p(x) = lim a / œ (t) rat (4) 
T—#0cc 


(1) P. Levy : Calcul des Probabilités, Paris (1925) p. 166. 
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5. - ADDITION DE VARIABLES ALÉATOIRES 


Les résultats relatifs à l'addition de variables aléatoires indépendan- 
tes sont classiques et justifient l'emploi systématique des f.c. dans les 
problèmes de composition ou d'analyse de lois de probabilité, En général, 


on rattache la f.c. d'une somme de variables à l'espérance mathématique 
d'un produit (e** par et" après avoir montré que ces fonctions sont indé- 


pendantes en même temps que X et Y). Il nous semble plus intéressant de 
rattacher ici cette question au produit de composition qu'on utilisera plus 
loin d'une manière systématique. 


Soit donc : 
X def.r. F(x) et de f.c. , (t) = e'** dF (x) 
Y def.r. G(xhet de f.c. 4, (t) =e'"* dG (x) 
Z=XtYder-r--H(x) et de f.C. cp (t) 


H(x) = F(x)* G(x) c'est-à-dire H(x) -/ F(x - y) dG(x) (1) 


Cette relation est équivalente à : 


pt) = ait) w,(t) (2) 


Démonstration 


Supposons (1) réalisée et formons : 


P, Pe - ff e" +9) dF (x) dG (y) 


intégrale absolument convergente quel que soit t. 


q, (t) , (t) ff e"* dF, (u - y) dG (y) 


où dF, désigne la différentielle de F par rapport à la variable u 


fre dG (y) 


Pi Pa = Pt) 


Six+ty=u 


En intégrant en y il vient : 


y, (t) w, (t) - f PES 


soit en tenant compte de (1) : 


Réciproquement : 


soit : æ (t) = w,{t) w, (t) 
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. 90 = fe" art 
À PArA DIE ex dF (x) e dG (y) 


(G) 


7 (u - y) dG (y) 


et en vertu des propriétés de détermination des f.r. par laf. c. : 


H (u) fre - y) dG (y) 


Conclusion relative aux variables indépendantes. 


Si X et Y sont indépendantes leur somme a pour f.c. le produit des 
f.c. des variables X et Y. 


6. - RÉPARTITION A PLUSIEURS DIMENSIONS 


Soit un ensemble de deux variables aléatoires X et Y. La répartition 


est définie par la donnée F (x, y) = Prob Ne | fonction non décroissante 
VASE 
de x et de y et de variation totale 1. 
Les f.r. marginales sont : F(x.) = F (x, cc) 


6.a. Lois liées 


Soit x appartenant à un domaine D : ANR ES RES EES tel que : 
A, F(x,.)=F(x,+h.) - F(x,.) soit strictement positif. 


0 


La fonction de y DS (Ge, y) est une-f.n. : Clestila fir. de VAlisspan 
xAC Di LE a 


6.b. Fonction caractéristique d’un ensemble aléatoire à plusieurs dimensions 


Au couple XY on associe les variables auxiliaires r,s et l'on forme : 


& (r,s) = E ES | ER d, d, F (xy) 
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6.c. Somme de v.a. liées 


En particulier la variable U = X+Y a pour f.r.H{(u) 1] d, dy F(x,y) 


intégrale étendue au domaine x+y < u et ÿ = y, (t) n'est plus, en général, 
ÉPOMEEeS #, = , (t) par w,= w, (t). Les f.r. marginales sont F(x.) 
AN os D 


Il peut arriver pourtant que : 


Hu) = F(x.)* F(.y)et g = y, w, 


bien que les variables composantes soient liées. 
Analysons comment peut se présenter cette éventualité : 


Soit une répartition en (x,y) de variables aléatoires indépendantes ad- 
mettant F (x) et G(y) pour fonctions de répartition marginales et soit H{(u) 
la f.r. de u =x + y. 


Ajoutons une ''pseudo-répartition'' de masses positives et négatives 
avec les conditions suivantes : 
masse nulle sur tout intervalle À x 
masse nulle sur tout intervalle À y (1) 
masse nulle sur tout intervalle À (x+y) 


La nouvelle répartition admet encore F, G, H pour f.r. de x, de y et 
de. u,et.… 


HaF*G 


donc œ, (t) = y, (t). Ÿy (t) bien que X et Y soient liés en probabilité. 

(On imposera évidemment à la nouvelle répartition d'avoir des masses 
partout positives). 
Réciproquement : 

Soit les f.c. p y, p, dé UE Y avec @ = ®@, Y, » OUSUR=EXTTEY NET ET 
non indépendantes. 

On a donc : H=FrF*G 
où F et G sont les f.r. marginales de X et de Y. 


Formons la combinaison indépendante de ces deux répartitiôns :on ob- 
tient une nouvelle répartition en (x,y) qui a les mêmes fonctions de répar- 
tition que la distribution donnée : en X seul 

en Y seul 
en X + Y 


La différence des deux distributions réalise donc les conditions (1). 
Remarque 


Si & (r,s) est la f.c. du couple (X,Y) ; on sait qu'il est nécessaire et 


suffisant d'avoir : 
& (r,s) = & (r,0) . æ& (0,8) 


pour que X et Y soient indépendants, 
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Il suffit pour ce qui nous intéresse ici que cette relation soit satisfaite 
sur la droite r =s. 2) 

Des exemples ont été donnés par H. Cramer (1) et H. Robbins ‘ ”, dans 
lesquels les conditions (1) sont réalisées de manières très simples, 


Ajoutons que les relations (5.1) ou (5.2) appliquées à des variables 
composantes soumises séparément à une même loi (donc F = G) impliquent 
l'indépendance dans le seul cas d'une loi discontinue à deux possibilités. 


Dans ce cas en effet il est impossible d'associer des masses| a b 

non toutes nulles réalisant : - d 
b+d=0 a+b=0 b=0 
ac = 10 c+d=0 a+d=0 
c=0 


Par contre, dès qu'il y a aumoins trois valeurs possibles pour les va- 
riables composantes on peut associer une pseudo-répartition non identique- 
ment nulle. 


Exemple : Cas de troisvaleurs 
possibles.Aux probabilités de cha- 
cun des neuf points on ajoute les 
quantités indiquées sur la figure. 


Dans le cas de plus de trois 
valéurs possibles, on extrait pour 
X et pour YŸ trois valeurs particu- 
lières : 


X=y=a, X=y=a, X=Yy=a, 


et à cet ensemble partiel on appli- 
que latransformationdelafigure 1. 


Pour des distributions conti- 
nues, les neuf points sont rempla- 
cés par des domaines élémentaires, 


Si les lois marginales de X et de Y sont différentes et complètement 
discontinues, il faut qu'il existe trois valeurs possibles de X et trois de Y 
admettant deux à deux les mêmes différences. Dans ces conditions et là 
seulement, on retrouve la figure (1) et l'on peut avoir une répartition en x, 
y non indépendante pour laquelle : 


P (xeylt) Z x (t) Py (t) 


(1) H. Cramer Mathematical Methods of Statistics, 1946, Exercice P317 292: 


(2)H. Robbins, Annals of Math, Stat, sept. 1948, 


CHAPITRE II 


LES TROIS TYPES DE FONCTIONS 
CARACTÉRISTIQUES 


7. - INTRODUCTION - PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES 


Les fonctions caractéristiques transformées de Laplace de fonctions 
de répartition ne sont pas des fonctions arbitraires. D'après leur définition 
on voit immédiatement qu'elles réalisent les conditions suivantes : 


æ (t) continue 


[ptl< 1 
œ@(-t) = œ(t) 
Ces conditions ne sont pas suffisantes et avant d'aller plus loin nous 


nous proposons de préciser les caractères qui différencient les fonctions 
associées aux trois types de répartition. 


A. - FONCTION CARACTÉRISTIQUE D'UNE RÉPARTITION 
DISCONTINUE 


8. - FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES DE TYPE ! 
OU PRESQUE PÉRIODIQUES 


Soit une distribution dont la fonction de répartition se réduit à une 


llfonction de sauts'', on peut la définir par l'ensemble des sauts p, aux 
points x d'un ensemble au plus infini dénombrable. 


Dans ce cas la fonction caractéristique se présente comme une série 
de termes en p, e'** : c'est une fonction presque périodique (f.p.p.). 
Rappelons la définition donnée par H. Bohr(1) 
Soit une fonction f(x) continue. On dit que £ est une pseudo-période à 
Eemprès si: 
[f(x+0) -£(x) |< € quel que soit x 


(1) Harald Bohr - Almost Periodic Functions, Chelsea Publishing Company. New-York, 
1951, p.31: 
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La fonction f(x) est dite ‘'presque périodique si quel que soit € , il 
existe une amplitude A telle que tout intervalle (y, y + A) contient au moins 
une pseudo-période 


'< £ < y+A 
C'est dire en particulier qu'il existe des pseudo-périodes aussi gran- 


des qu'on le veut. 


Bohr démontre que la somme d'un nombre fini def.p.p. est une f.p.p. 
(D. 361458). 


Or p; e'‘* fonction périodique est aussi presque périodique, donc éga- 
lement : 


n ie < 

: ita) 
Du DRE 
J=1 


Cette propriété s'étend au cas d'une infinité de points a; à masse po- 
sitive. 


Me: 2 € 
On peut choisir n assez grand pour que 2 DRE 1 - WT 
n 
La fonction F (t) = P; et est une f.p.p. Soit d une pseudo-période 
à € /2 près ; elle est pôur ÿ une pseudo-période à € près. 
En effet : 


lptt+5)- et |< |rt+s)-r(t|+£ 
8.a. Conséquences de cette propriété fondamentale 


1° - w(t) a pour plus grande limite 1. 
Soit T arbitrairement grand et € arbitrairement petit. Il existe une 
pseudo-période > T à € près : soit { 


et PIOEPIEE 
soit : læ(&)|>1-e 
C'est dire que le maximum de | (t) | pour t > Test +1. 


2° - Formule de réciprocité - expression des Pier 


D'une manière générale : 


: 1 +7 ré 
P;is dm ere œ (t) er) 2 dt 
T 


To = 


. Or ici y est presque périodique, de même que  (t) e” Fa) et d'après le 
théorème de la valeur moyenne forte (cf. Bohr p.44) cette limite est obte- 
nue d'une manière plus générale par : 


1 S+T TE 

. it 

lim 3T A p(t)e “J dt 
T—oc da 
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elle est atteinte uniformément par rapport à s. On peut donc écrire la for- 
mule de réciprocité sous la forme suivante : 


pit Mipavie Lou Reef) a (1) 


3° - Comportement de œ (t) pour les grandes valeurs det. 


Soit une loi discontinue pouvant prendre la valeur 0 avec la probabi- 


lité p,. 
EE 1 a+T 
P, = limite + © (t) dt 
a 


To 


et ceci est réalisé si grand que soit a. 
Remarque 


La valeur p, a une influence très particulière sur ® (t) et différente 
des autres valeurs p;. La f.c. a en effet pour valeur moyenne p, et les va- 
leurs qu'elle peut prendre sont dans un intervalle symétrique autour de p,, 
c'est-à-dire comprises entre 2 p, - 1 et 1. Cette borne inférieure possible 
n'est pas toujours atteinte, Exemple : 


Loi de Poisson pour m=l 
= et") de module P = e*t-! 
d'argument = sint 


Le maximum du module obtenu pourt =2 Kx vaut 1 Ce sont les 
seules valeurs 


Le minimum du module obtenu pourt=1+2Kx = se réelles de p. 
Enfin P, vaut E : 
e 


Ici la valeur moyenne de la fonction est moyenne géométrique des va- 
leurs réelles extrêmes prises par. 


9. - FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES PÉRIODIQUES 


On considère les fonctions ® de la variable réelle t. 


! 


D'autre part un ensemble de points d'abscisses x = a + k£ ue est 
irrationnel et k prend toutes les valeurs entières (positif, négatif, ou nul) 
est représenté par T(a,f). 


Une distribution de probabilité où les seules valeurs possibles appar- 
tiennent à T est dite ''distribution de treillis'' T(a,/{). 


Un cas particulier important est celui où a = 0 ; on le désignera par 
(1): si 2 est rationnel, / et a admettant pour commun diviseur d, T (a,{) 


est un sous-ensemble de T (d). 


La condition nécessaire et suffisante pour qu'une f.c. admette la pé- 
riode réelle O0 est qu'elle soit la f.c. d'une distribution de treillis conte - 


nant l'origine. 
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C'est-à-dire que les valeurs possibles de x sont de la forme : 


27% 
T (— 
x CRE) 
Condition nécessaire : 
@ (9) = p (0) = 0 et la masse (+ 1) est sur l'ensemble des valeurs x 
telles que : 
0 x=2h7xr hentier > 0 
< 0 
2 
zh. —— 
: E 
Condition suffisante 
Si EE (ÊE) 


pit+0.)=31 peiltt0)# 2(2E-p)0228p. ellh = @ (t) 


Remarque : Il suffit, pour que les conditions précédentes soient réalisées 
que ® (t) = 1 pour une valeur de t différente de zéro. 


Formule de réciprocité 


Si æ (t) admet la période 9 ; la formule (4.4) se simplifie sous la for- 


me suivante : 
t+6 
1 
Po = Ey < (u) du () 
t 


où t est une valeur arbitraire. 
Développement de Fourier de la f.c. 
La f.c. d'une distribution de treillis T ({) est de la forme : 


æ(t) =p, +p, eitl + Le +p,eitkf ES DR 


+ plie htéshisp'es dé + sn 


pt (p tp!) costl Most (D TD) COMVR EEE S 


+i(p, -pl)sint!{ +..=+i(p -p'hsintk fers 


Réciproquement, en vertu du théorème de Cantor sur l'unicité du dé- 
veloppement en série de Fourier, on déduit immédiatement des coefficients 
(a,, b,) du développement ,les valeurs Die De 


b 
l k 
PPS lat) 


b, 


il 
Px = (a, =) 
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Théorème 
Si |@(t})-f=1 pourt, # 0 
La distribution est une distribution de treillis T(a,4). En effet : 
t, xX=%2.h# +10 si (t,) = ei* 
MERE Re 
to to 
si : e— t=2E on voit que x € T(a,f) 
0 Le 


et dans ce cas : 


— 
= 
© 
ou 
a 
LL 
L2 
il 
® 
È 
a 
il 


æ°(t.) 
pirthe ent ce ont) 


La fonction est presque périodique ,mais les valeurs qui donnent à œ(t) 
le module 1 ont exactement la période t, 


10. - PÉRIODICITÉ DES FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES 
Nous allons montrer qu'une f.c. ne peut avoir de période complexe ni 


imaginaire pure. La propriété de convexité des f.c. suffit pour établir ce 
résultat. 


Théorème I de convexité 


Etudions (t) pour t = iz où z est réel 


 (iz) SE dF (x) 


Quand cette intégrale est convergente, elle définit une fonction réelle 
et positive de z. 


s 


Donnons à z trois valeurs en progression arithmétique : 


pour z-hona : (x fer e"* dF(x) 


pour =Mz. “on'a:: p, Je dF (x) 


pour z+hona : ?, s. gr? ef 1 dFu(x) 


PE fer ch.(hx) dF (x) e-’* dF(x) = w, 


à : P + RE 


I1 n'y a égalité que si dF = 1 pour x = 0 auquel cas @ = 1. 
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Théorème IL : Une f.c. ne peut avoir de période imaginaire pure. 
Si w (t) avait pour période ih on aurait : 
() (ih) = p (-ih) = DE 1 
Ceci, en vertu du théorème I est impossible, sauf si w@ =]1. 
Théorème III : Une f.c. ne peut avoir de période complexe(l), 
Supposons que a + ib soit une période de  (t). 
On aura alors : 
æ (-a)= œ(ib) 
(ta) = w (-ib) 


or w (ib) et @ (-ib) sont réels ; (a) et « (-a) le seraient aussi, mais a- 
lors ils seraient égaux d'où les inégalités : 


0 < wlib) = p(-ib) < 1 


ce qui est en contradiction avec la relation de convexité : 


æb)+œ(-ib) , 


B. - FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES DE RÉPARTITIONS 
ABSOLUMENT CONTINUES 


11.- La f.r.F(x) est absolument continue ; il y a donc presque partout une 
densité f(x), cette dernière étant une fonction sommable. 


Théorème 


Si la répartition est absolument continue, () (t) tend en module vers 


z 1 
zéro avec ra . 
Ce théorème est l'équivalent d'un résultat classique de la théorie des 
ne ë à 
séries de Fourier, connu sous le nom de lemme de Riemann-Lebesgue et 
qui s'énonce ainsi : 


Les coefficients (a, et b,) des séries de Fourier tendent toujours vers 
zéro quand l'indice augmente indéfiniment (2), 


s 


Voici une démonstration adaptée à notre propos : 


(1) Voir E. Lukacs - On certain periodic characteristic functions - Proceedings of the. 


International congress of Mathematicians - Amsterdam 1954, Vol. 2 - p. 296. 


(2) H. Lebesgue :Sur les séries trigonométriques. Annales Ecole Normale Supérieure 
3ème Série - Tome 20, année 1903 - p.471. 
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a) Démonstration pour les fonctions f(x) intégrables au sens de Riemann, 


Pour calculer : 


œ (t) D fie f(x) dx 


t étant donné, décom- 
posons le champ de va- 
riation de x en inter- 


valles d'amplitude 2 


t 
à partir de l'origine. 0 
partir de l'origine L 2x PL » 
Pour : ë t 
Fig. 2 
kÈT < x < (k+ 1) 2 


on pose f(x) = m,+ €, (x) où m, = min. f(x) dans l'intervalle. 
L'intégrale des quantités e** m, est nulle ; celle des €, (x) tend vers 


zéro avec : par définition même del'intégrale de Riemann : donc |æ (t) [0 a 


+A 
lim fs f(x) dx 
t—+o J_A 


tend aussi vers 0 en module et pour les mêmes raisons. 


Remarquons que : 


b) Extension au cas de fonctions sommables (au sens de Lebesgue). 
Nous nous appuierons sur le théorème suivant :(1) 


Si f(x) est une fonction sommable, on peut construire une fonction ab- 
solument continue g (x) telle que, n étant préalablement donné, on ait : 


b 
[lat - et) | èx Can 


a 


Considérons tout d'abord l'intervalle (-A,+A) tel que : 
e 
F(-A)+1-F(A) < ei 


Remplaçons alors dans (-A, +A) f(x) par g(x) absolument continue telle 


que : . 
£ 
is - g(x)| dx < + 
- À 


On peut choisir T assez grand tel que, pour t > T : 


A 
| f a60 ee dx lie 3 
= A 


(1) Voir : Titchmarsh : The theory of Functions p.376, ou Hobson I : The theory of 
Functions of real variables, p.632. 


m 
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On aura donc : 


te : , 
œ (t) 1 +f f(x) el!* dx + J (st - g(x)) e* dx + g(x) eit* dx 


ë 
RO ERE RS 


donc pt] — 0. 


11.a.- THÉORÈME - 


Les f.c. du type II a densité finie sont des fonctions de carré somma- 
ble : 


La différence u des deux échantillons X indépendants d'une même loi 
ARPOU LME Co 


2 


p,(t) = |œ,(t) 


La densité en u pour u = 0 est : 


fine-z flo 


L'intégrale à gauche à un sens puisque f (x) est positive, finie somma- 
ble et dans ces conditions celle de droite a aussi une limite, Les f.c.de ce 
type appartiennent à la classe £, (-œ+oc) de Lebesgue. 


Gt 


11.b. Formules de réciprocité 


La densité en un point est donnée par : 


+T 
l à ; ES : 
HE) = Lies im / ( (the 5 "at limite prise pour T —+c 
= 


et où : 


£G9 = [f&œ+0+£(x-0)] 


Or y (t) e-'* est une f.c. soit At) +ib(t). 


ET +T 
g(x) = lim as Alt) dt + lim 2 B(t) dt 
Er 


0 £ 
oc 


Ces intégrales ont un sens dans la mesure ù fa (t) dt est convergent. 


4 0 oc 
En set f 51) dt qui représente x h(0) est en module inférieur à fat dt 
(e) 


0 


Dans le cas contraire f(x) devient infini. 
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On peut donc écrire : 


> 
= 
+ 
— 

Il 


2 f/a60 cos tx dx g(x) = = Alt) cos tx dt 


et 0 


g(x) sin tx dx h(x) = 7 B(t) sin tx dt 
0 


(es) 
G 
il 
D 
id 
8 


12. - CLASSE (A) DES F.C. ABSOLUMENT SOMMABLES 


Parmi les f.c. de distributions absolument continues, celles qui sont 
absolument sommables jouent un rôle important dans de nombreuses dé- 
monstrations ou leurs propriétés simples les font utiliser comme instru- 
ments de calcul.Ajoutons que les f.c.de cette classe sont les plus utilisées 
en pratique. 


Nous désignerons donc par (A) la classe des fonctions u (t) satisfaisant 
aux conditions suivantes : 


PES dx = 1 
et: 
PL (t) | dt fini 


m (x) est une densité de probabilité, fonction sommable sur (-œ,+cc) et 
p (t) la f.c. correspondante, supposée absolument intégrable. 


Réciproquement : 


mais cette dernière intégrale est absolument convergente quel que soit x et 
uniformément convergente par rapport à x : c'est donc une fonction conti- 
nue, bornée de x. 


Exemples de telles fonctions : 
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La plus intéressante est : 


— | pour | [< a 
nous la noterons k (+) 
= 0 pour |t | > a 


at4\° 


Sin — 
ikx La = és da 2e à 
f° k( =) dt ne 
2 


Par extension, nous désignerons également par (A) les lois de proba- 
bilité admettant pour f.c. une fonction de la classe (A). 


Théorème : Pour que la somme de deux valeurs aléatoires indépendantes 
ait une loi du type A il suffit que l'une des variables soit de ce type. 


En effet, si ® (t) est f.c. quelconque 


œ (t) b (t) est en module inférieur à | ue (t) | et par suite de 
la classe (A). 


Application à l'étude de la convergence en loi 


Toute loi £ peut être limite d'une famille des lois du type A. On sait 
que l'ensemble des f.r. est compact. On peut définir une loi quelconque £ 
comme limite des lois £, . et % (t) est limite de &, (t) (limite atteinte 
uniformément dans tout intervalle fini de t). 


Soit pu (t) une f.c. de la classe (A). 


Formons les suites de f.c. 


t 
gn (t) = 8, (t) p (5) 
elles appartiennent à (A) et définissent des lois £' du type A. 


Si n —+0c B&n—® et cette limite est atteinte uniformément dans 


tout intervalle fini de t donc £,—+2 . 


C. - FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES DE DISTRIBUTIONS 
SINGULIÈRES 


43. -Les distributions singulières ont une structure plus compliquée que 

les autres types de distributions dont elles sont un intermédiaire. 
Leurs f.c. ont également des propriétés intermédiaires entre celles indi- 
quées aux deux chapitres précédents, leurs caractères sont donc plus “ins- 
tables'' et ne peuvent se formuler d'une manière aussi précise que ceux des 
f.c. déjà étudiées. 

Nous nous bornerons à étudier quelques cas concrets de distributions 
sur l'ensemble triadique de Cantor et d'autres ensembles généralisés; nous 
verrons que le comportement à l'infini peut être variable. 
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13.a. Premier exemple 
On considère une suite de variables aléatoires : 


2.1/3 proba 1/2 
; sante Mapn(t}s cos— 


-2.1/3 proba 1/2 


X 


2.1/3 proba 1/2 
X, sa fc. (t) = cos — 
-2.1/3° proba 1/2 + 


AY proba 1/2 
X 


n 


sa f.c. ®, (t) = 


1 
Q 
© 
a 
(9) 
3 


-2.1/3" proba 1/2 


On étudie’ la limite pour n'infini de X, + X, +... + X, + .… 


C'est une répartition sur le segment (-1, +1) qui ne contient aucune 
masse sur la partie (-1/3 + 1/3), sauf aux bornes et la structure sur les 
segments extrêmes est analogue à celle sur (-1, +1) ; c'est dire que la ré- 
partition limite est sur l'ensemble triadique de Cantor, ensemble de me- 
sure nulle, mais ayant la puissance du continu. 


La f.c. de cette distribution est obtenue par limite d'un produit infini : 


è 2nt 2 2H 
æ (t) = lim COS 5 COS 57 ... COS 3m . 


Relation fonctionnelle : 


La f.c. précédente réalise : 
@ (3t) = cos 2t æ (t) 


Etude pour les grandes valeurs de la variable. 


On choisit pour cela des valeurs de t en progression géométrique de 
raison 3. 


= cos (2 #2) NA (txa.) 


1° - Le rapport _ est irrationnel. Dans la suite des ® (t,) lorsque n 


augmente, il s'introduit chaque fois un facteur tel que cos (3"5 26). y 
aura autant de facteurs compris entre (-1 +æx) et (1 - x) qu'on le veut et 
par suite æ (t,) tend vers 0 avec 1/n. 


nes m : » é ; 
2° - Valeur initiale t, Fe r ou — est une fraction réduite, le dénomi- 


nateur p contenant d'autres facteurs que 3*.2 (k entier quelconque). Les 
facteurs nouveaux qui s'introduisent en tête du produit infini , pour la suite 


des valeurs considérées de t sont : 


cos 2t, cost(2t) ts}, cos (2 nee cie 
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donc si p = 3“ .2. p', on obtient à partir d'un certain rang : 


3° m 
p' - 


m : 3m 
SRE PR RE ee TRCCC TS 


toutes ces valeurs sont en module inférieures ou égales à cos Sr et par sui- 
: 2 1 
suite æ (t,) tend vers zéro avec —. 
3° - Valeur initiale t, = DnaE T m entier positif ainsi que h 


æ(t,,,)=cos mat(t,) avect, = m 5 
et par suite : 
lpt.,)| =lett,.] = Cm #)| 
toutes ces valeurs absolues sont égales, si grand que soit n. 


Etude de l'ensemble des maxima relatifs 


Ce sont les valeurs @ (rm > ) ou m est un entier positif, qu'on suppo- 


sera ne pas contenir de facteur 3 dans son développement en produit de 
nombres premiers (ces cas éliminés se ramènent à ceux étudiés après dé- 
calage des indices) 


p(m$)=cos m + cos m # ... COS M 35 BR À 


Le premier facteur ne peut pas être en module supérieur à cos . 

Le second facteur ne peut pas être en module supérieur à cos Éc 

Le nième facteur ne peut pas être en module supérieur à cos 7 
le maximum absolu pour les grandes valeurs de t est donc: 

p (5) =ICOS = cos 5 ARE cos & 
sh Æ TI - x X 
valeur obtenue exactement pour t, = 3 BAEEE Dose the 3 3 etc... 
CONCLUSION 
(t) à une plus grande limite lorsque t—+c égale en module à 

LENS x T à 

(2 en) DOS CO r, AC 08 si —- Ce premier exemple montre 


qu'une f.c. de répartition singulière a une plus grande limite comprise en- 
tre zéro et un. Deux autres exemples vont montrer que cette plus grande 
limite peut être zéro et peut être aussi voisine de 1 que l'on veut. 

13.b. Deuxième exemple 


X, = + 3/5 proba 1/2 


 (t) = 3 SE 
- 3/5 proba 1/2 | pie 
= +53/54(27E) proba 1/2 


=- 3/5 (2/5)"-' proba 1/2 


Woi 


| (te C0s 375" (27/5)8t 
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oc 
et l'on étudie la répartition limite de S. X 


Î 
1 


C'est une répartition singulière, obtenue par le procédé de Cantor en 
supprimant chaque fois le 1/5 de l'intervalle restant. 


La f.c. de cette répartition est : 


Hs cost. cos 52/1546 .;+co8 2/5.(225)"t ... 


Elle réalise la relation fonctionnelle : 


p(Z t) = cos 3/2 t œ(t) 


On fera croitre t suivant les termes d'une progression géométrique de 
raison 5/2 à partir det, . 


æ (t,) = cos 3/2 t, @ (t.) 


lt.) =c0s 3/2.5/24t, œ (t,) 
Les facteurs supplémentaires du développement infini qui s'introdui- 
sent lorsque n augmente sont : 


dot cos s/2 5/2 te. cons 252) t.... 


Le produit infini ne peut être convergent (limite pour n—+oc de w(t,) # 0) 
que si, à partir d'un certain rang tous les angles sont voisins de kx. Or si 
l'un deux réalise cette condition, les angles suivants sont voisins de : 


kr juis (5/2) kx etc 


ce qui fait nécessairement aboutir à un multiple impair de x/2 dont le co- 
sinus est nul. Donc dans la suite des facteurs, chaque terme voisin de 1 est 


suivi d'un terme voisin de zéro. 


Conclusion : Quel que soit t, la limite pour n infini de w (t,) est nulle. 


13. c.- TROISIEME EXEMPLE - 


On considère la suite infinie des variables aléatoires. 


K: [=s/tuf 15 probabilité 1/2 1 
1 Y, (t} =" cos t 
X, =-14(1 ir probabilité 1/2 
on (tee) robabilité 1/2 
HR UENRE F @..(t) FRE 
il 1l TOR p+1 nP 
Nr ll —) æ probabilité 1/2 


La répartition limite de la somme de ces variables est singulière 
= l 
| 2. | DT 
DE n 
1=2 


| 2 2 
I1 n'y aura aucune masse dans l'intervalle (-1 vi L -—) et dans la 
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‘ partie analogue des intervalles qui subsistent. Cette répartition peut être 
obtenue par le procédé de Cantor en supprimant les masses sur une por- 
: £ n -2 
tion égale aux : 


de chaque segment. 


Cette répartition a pour f.c. 
(tee Te cos EPA EYE 
“3 n n s 
#(t) réalise la relation fonctionnelle : 


œ(nt) = cos (n-1)t œ (t) 


Une étude analogue à celle du premier exemple montre que le maximum 
absolu de (t) pour les grandes valeurs de t est obtenu à partir de : 


pt) =cosn° "x cosn*?x...cosnx cosx w (t,) 


Toutes les valeurs w (t,) pour s variable, sont égales en module et 
représentent la plus grande limite. 


Celle-ci vaut : 


P =vl(t,) = cos = cos, Æ Lucos 1 


Pour n assez grand : 


nn ES = &E Pate x? RES x 

ce n°) ( n3) de nn ) PAUSE ni n° ET 
x? n° x? 
P> 1- —= PET LL Le 


On peut donc rendre P aussi voisin de 1 qu'on le veut, 
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OPÉRATIONS SUR LES FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES 


Si les fonctions que nous étudions sont ''caractéristiques de distribu- 
tions de probabilité'' , elles sont par contre difficiles à caractériser pour 
elles-mêmes, comme nous le verrons au chapitre V. C'est pourquoi il est 
particulièrement intéressant de connaitre des opérations qui transforment 
certaines classes de fonctions en fonctions caractéristiques. 


Nous nous intéressons ici à des opérations fermées sur la classe des 
fonctions caractéristiques. Tel est le cas de la moyenne pondérée : 


Si @ et æ, sont f.c. il en est de même de py +qw, où p > 0 
q > 0 p+q= 1 et du produit de f.c. 


Nous développerons deux exemples moins classiques : 


La transformation H qui à f (x) fait correspondre : 


et le produit de composition. 


a *! 


| _ 


: 
à ft ‘08 
ao ‘19 


D. 20 06 
«À ro + el 
DEC PT-T :: 
3 arua Ts F 


vert 
TRES 
4 Le 
A ": 


ER si: 


. 


CHAPITRE il 


TRANSFORMATION H ET DISTRIBUTIONS 
UNIMODALES 


14. - La première de ces transformations est souvent utilisée dans des dé- 
veloppements mathématiques du Calcul des Probabilités : M.Loève (1) 
par exemple est amené à introduire la f.c. intégrale d'une répartition : 


Ê (u) -f g(t) dt 


Khintchine à même utilisé plus explicitement cette transformation en étu- 
diant les distributions unimodales (2) (Exactement celles pour lesquelles la 
courbe représentant la f.r. de X est convexe pour X < 0 et concave pour 
X > O0). Khintchine énonce que la condition nécessaire et suffisante pour 
que f(t) soit f.c. de distribution unimodale est que : 


t 
«24 f v (u) du où v (u) est aussif.c. 
o 


Mais nous allons voir que quelle que soit la f.c.v(u) la fonction f(u) est elle 
aussi caractéristique. 


Enfin on a déjà signalé dans la théorie des intégrales de Fourier la 
proposition suivante (3) : 


Si f(x) et F (x) appartiennent à la classe £° et sont des transformées 
de Laplace il en est de même de : 


L/:0 at et ee dt 


Cette transformation (H) est particulièrement intéressante en Calcul 
des Probabilités, comme il résulte du théorème 15. 


(1) Michel Loeve. Probabilitytheory- D. Van Nostrand Company. New-York. 1955- 
p.189. 


(2) Khintchine. On unimodal distributions - Izv, Nauchno Issled, Inst. Math. Meh, 
Tomsk, Gos. Univ. 2, n° 2 - 1,7 (1938). 


(3) Par exemple E.C. Titchmarsh. Introduction to the theory of Fourier Integrals 
2ème édition - p.93. 
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15.- THÉORÈME FONDAMENTAL 
Si y (t) est f.c. il en est de même de : 


t 
& (t) + f/ et du (1) 
Démonstration À 


Soit une f.r. quelconque F(x) de la variable aléatoire X. On forme à 
partir d'elle une répartition dans le plan xoy telle que la f.r. K(x,y) du 
couple aléatoire (X,Y) soit définie par : 


ar (x) © POUrNO AVI <IX 


ou pour x < y < 0 


dK (xy) 


= 0 ailleurs 


La f.c. de cette répartition est : 


Pa (r,s) {+ e'Y dF(x) 
= f 0 f«% dy 


0, 
Cette dernière intégrale vaut : Ix| 
e'*- 1 
> 
pour x 0 5 
1 = e'°* 
pour x < 0 . 
d'où : ; 
: isx = i 
Py (r>5) er dan dr (x) fe" Che 1 dF (x) 
18S x is x 
(e] 


X= - 0 


1 are sx 


et la f.c. de y seul est : 


gs) = pos) = / EL ar (x) 


-œ 


or la variable X a pour f.c. : 


et: 
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15.a. _ 


Notons quelques propriétés des distributions ainsi obtenues pour Y à 
partir d'une distribution des X : 


Y admet partout, sauf peut être à l'origine, une densité finie g(y) 


g (y) -f Le pour y > 0 
vi 


ÿ 
dF 
y (y) -f F es) pour y < 0 


La fonction de répartition G (y) est : 


LE oc 
pour y > 0 1-G(y) -f EL ar (x) soit : = G(y}= Je 
: ÿ 


(15-1) 


ÿ à 
et pour y < 0 G (y) dF (x) soit = - EG a 


— OC 


Si la distribution initiale contient une masse finie à l'origine, celle-ci 
est conservée, 


Relation fonctionnelle entre ® (t) et w(t). 


t t 
$ = H. y + fe du soit, en posant [+0 dus=1S1(6} 


4 À tp (t) - S(t) 


6 Æ r 
d'où finalement : @{t) =t%, + (t) (15-3) 
et pour les fonctions de répartition : 
xG, +tF(x+0=G(x) pour x > 0 


x G' +G(x) = F(x-0) pour x <0 
X 


15.b. Première extension 


Si h et k sont deux nombres positifs et @ une f.c. la fonction est 
aussi caractéristique, avec : 


kt Ê 
æ (t) = mnt /  (u) du (15-4) 
ht 


254 M. GIRAULT : LES FONCTIONS CARACTEÉRISTIQUES ET LEURS TRANSFORMATIONS 


I1 suffit pour le justifier de faireune somme pondérée de deux f.c. ob- 
tenues précédemment. 


En particulier pour h = k = 1, on obtient : 


1 +E 
ÿ ae p (u) c du 
Ab 


f.c. d'une distribution symétrique, celle de variables Y par exemple, obte- 
nue en étalant de -[x| à + |x| la distribution de X. Les masses finies à 
l'origine sont encore conservées, ailleurs la densité est finie donnée par : 


dr Le 
s6 =] / De 
-œ ÿ 


Si l'on applique indéfiniment cette transformation à une f.c. on tend 
vers la fonction @ = 1 d'une distribution condensée à l'origine. 


15.c. Itération 


Soit, en effet F la f.r. initiale et l'intervalle (-A+A) tel que : 
F (A)-F (-A) > 1-€ 


Cette portion (1 - €) de la distribution initiale entre -A et +A par les trans- 
formations successives donne des distributions toutes limitées à cet inter- 
valle. Soit F' F' ...HF' (x) les pseudo f.r. successives obtenues pour 
x > 0 par exemple : 


F'(4)-F vu) < RE [r (a-r &] 


F (a)-F (69 <(Ë:%"[r (4-7 &] 


qui tend vers zéro quel que soit x et F' (A) > EF° (A) > 1 - e peut être 
rendu arbitrairement voisin de 1. La relation fonctionnelle (15-3) montre 
bien que æ = 1 est la seule fonction limite possible. 


15.d. Formules de réciprocité 


La formule de réciprocité (4-4) donnant les probabilités finies p est 
une conséquence des propriétés précédentes. 


Soit  (t) la f.c. initiale d'une distribution admettant en x la probabilité 
positive p,. 


p, (t) = pt) e est la f.c. de cette distribution après changement 
d'origine, celle-ci étant amenée en x. 


pa (T) À / (+) dt 


-itx 


est la f.c. d'une distribution comprenant comme seule masse finie p, à l'o- 
rigine, donc sa limite pour T infini est p,. x 


+T 
D = ii 57 p{t)e-"* dt 
See y 
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16. - CARACTÉRISATION D’UNE DISTRIBUTION PAR LA FONCTION & (” 


. Etant donnée une loi de probabilité définie par la f.r. F(x) on peut lui 
faire correspondre la f.c. 


s@eng = / ter 09) (1) 


Cette fonction est bien caractéristique de la distribution puisque, réci- 
proquement : 


+T 
“Ita à 
F (0) -F (a)= lim 1e æ (t) <—— àt 
T— oc er : 
1 my ita 1 
: es - 
Êr 


Si.la. variable aléatoire X admet des moments à tous les ordres, Ÿ est 
développable en série : 


Il 


d'après (16-1) : & (t) En dF (x) 


. . 2 . n-1 
ë Sy EE LT +... + . + | dF (x) 


n 
Mar Mat RMS it)" _Mn 
SR LR dan in 2 3 s ROSE. NE TURC 


où M, est le moment d'ordre p de X. 


On remarque que M, (Y) =- Xeno 
La fonction ® est plus simple que w puisque c'est à une constante près 
une f.c. du type II. 


17. - CLASSE €* DES F.C. ET DISTRIBUTIONS UNIMODALES 


Soit ‘6“ la classe des f.c. obtenues à partir d'une f.c. quelconque 
par l'opération H. Il résulte de la rélation (15-1) que les distributions as- 
sociées à ® ont une densité finie en dehors de l'origine et, de plus, sont 
régulièrement décroissantes à partir de l'origine : les f.r. sont continues 
pour x = 0 ; sont convexes pour x > 0 ; concaves pour x < 0. Disons avec 


Khintchine qu'elles sont unimodales (en adoptant cette définition restreinte). 


Réciproquement : Toute distribution unimodale à une f.c. de la clas- 
se €“. Soit G(y) la f.r. d'une variable aléatoire Y de distribution unimodale 
G(y) est continue pour Y = 0 et admet en chaque point une dérivée à droite, 
une dérivée à gauche : 


(1) Voir enliaison avec cette étude la note de Hans Loeffel : Intégration d'un ensemble 
de fonctions caractéristiques par rapport à un paramètre - C.R.A.C. Sc 16-5-55. 
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On définit comme suit la distribution en X dont elle provient (suivant la 
transformation du théorème 15). 
Si en y = x la dérivée g(y) a une discontinuité À g(y) on aura : 


APE) x 4e 0 
au contraire si g est continue, la différentielle de F sera : 
dF(x) = - x dg(x) 


La distribution de (Y) en dehors de sa masse finie à l'origine est donc 
du type II. 


Une masse finie de (X) en x entraine pour Ÿ une discontinuité en y = x 
de la densité. Une densité infinie de (X) entraine pour Y une dérivée infinie 
de sa densité. 


17.a. Caractérisation des lois de probabilité de type unimodal 


Soit X la variable aléatoire initiale de f.c. @ et Z une variable aléa- 
toire indépendante de X uniformément répartie de 0 à 1. La variable Y 
introduite en (15) n'est autre que Y = XZ dont la f.c. est : 


ü o=+f + (u) du 


donc les lois de probabilité de type unimodal sont les lois du produit d'une 
variable aléatoire quelconque par une autre variable, indépendante de la 
première et uniformément répartie entre 0 et 1. 


18. - NOUVELLE EXTENSION 


La relation (15-1) s'étend au cas où -h et k sont de même signe et dé- 
finit encore une f.c. 


Le théorème de base et sa démonstration peuvent être étendus comme 
SULEES 


Soit A(x) une f.r. arbitraire de la variable X. Considérons dans le 
domaine [R] limité aux droites : y, = ax et y, = bx. 


la répartition de la loi élémentaire : 


dF (x, y) = se dA (x) 


Cette répartition en (X.Y) a pour f.c. 


Y2 
i \ dA (x) dy irx AA (x) 
= 1PX 1SY ". irx iSy 
Pay (> 5) e e b-a) Ix | ee {b-a) [x] (= dy 


Y1 
Ÿ 
o . sy d eisbx - eisax 
QUES e = — 
L Y 1S 
ÿ 


1 
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et pour x < O0 


Yi isax isbx 
isy _ 1e 
Va L “y is 
Y2 


oO 
isax i 
ix e°°* -eS* d4A(x) 
»S) e 
r=oœ 


is(b-a =" 


is(b-a x 


œ L . 
+ fai eisP* _eisax dA (x) 
Q 


. 1 be eistx e'sax 
’ ts / ix FES 
-©œ 


La f.c. de y seul : 


isbx isax 


æ, (s) = _. re EC dA(x) 


or celle de x seul est : 


Fig. 3 
@, (t) = e'* dA(x) 
donc : 
Px ep isax 
Te e -e 
A y (t) dt = fe A R ES (x) 
d'où : 
: bs 
$, (s) = — œ (t) at (18-1) 


as 


où a et b sont deux constantes arbitraires, d'où le théorème : 
Théorème : Si w_(t) est une f.c. la fonction ® définie par la relation (18-1) 
est aussi une f,c. 

La variable aléatoire Y est de la forme Y = aX + (b-a) XZ où X est la 
variable aléatoire initiale de Z uniformément répartie entre 0 et 1. 


Relation entre les densités : Si (t) est du type II et correspond à une 
densité f(x) ; à a, (s) correspond la densité g(y) définie par : 


pour x > O0. 
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18.a. Propriétés des f.c. de classe ‘%° 
Soit $ =H.#w 


b $ (bt) -a # (at) 
&,, (t) = 


b -a 


est d'après (18) une f.c. donc pour toute fonction $ de classe €' et quels 
que soient a et b (avec b > a) 


b'$-(bt)-"a $ (at) “estf.d.p. 


18.b. Comportement à l'infini des f. c. 


a - Fonctions caractéristiques réelles de classe €‘ 


+t 
A QE x /+ (u) où @ correspond à la f.r. F(x) densité f(x) 
LL où Ÿ correspond à la f.r. G(y) densité g(x) 


On suppose À F(0)=0 et la densité au voisinage de l'origine continue et fi- 
nie f(0). 


D'après les formules de réciprocité : 


f(0)= lim +aætt) 


tasse 


c'est dire que ®% (t) est pour t-—_,c un infiniment petit équivalent à . £ (0) 
(donc en particulier régulièrement décroissante à partir d'une 
certaine valeur). 


Or f(x) = - xg'(x) est continue. 


f(0) =lim : [x g'(x) ] est la valeur de la sous-tangente à la courbe y =g(x) 
comptée sur l'axe Oy. 


Si xg,_a une limite, c'estidire que: 


g(x) & f(0) Log + = - f(0) Log (x) 


5 œ)uz lim _ g@) 


t x=0 Log x 


et par suite : 


b - Fonctions caractéristiques réelles du type II ; c'est-à-dire admet- 
tant partout une densité f(x), celle-ci étant de plus à variation bornée en 
dehors de tout intervalle contenant l'origine. 


Une telle distribution est la différence de deux distributions du type 
précédent ; on a donc encore, pour t__,c 


& () VE lim C- EL) 


CHAPITRE IV 


L'APPLICATION DU PRODUIT DE COMPOSITION 
AUX FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES 


19. - 


Les fonctions caractéristiques constituent une catégorie particulière 
de fonctions qu'on a souvent intérêt à élargir. Elles ne sont ici qu'un ins- 
trument servant à étudier des fonctions de répartition dont elles sont les 
transformées de Laplace. Or la transformation de Laplace est linéaire : Si 
F (x) et F, (x) sont des f.r. admettant p, (t) et ,(t) pour f.c. 


aF (x) +bF, (x) a pour transformée a y, tb, 


Nous dirons qu'une forme linéaire de f.r. est une pseudo-fonction de 
répartition (p.f.r.). 


Exemple : 
Fix)sa Eat a (0 4..8+a ir, (x) 
et la transformée sera dite pseudo-fonction caractéristique p.f.c.) 


& (t)=a, pft)+a, ft) +... +a, w, (t) 


Si tous les coefficients a; sont positifs, la fonction $ est dite de la 
classe € . C'est une fonction caractéristique multipliée par une constante 
positive et toute p.f.c. est la différence de deux fonctions de la classe.(&) 


Le produit de composition de deux fonctions est transmué en un produit 
ordinaire par la transformation de Laplace. Nous allons préciser les résul- 
tats qu'on obtient par produit de composition de fonctions caractéristiques. 


A. - LOIS PUREMENT DISCONTINUES 


20. - THÉORÈME 


Si deux lois sont définies par les probabilités finies p, (x) et p, (x) et 
admettent pour f.c. w, (t) et Ps (t) l'expression (1) : 
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U— oc 


g,(t = lim = .(t+u) &, (u) du (20-1) 


est la p.f.c. qui correspond à la ‘'répartition'' discontinue de probabilités 
finies 
p, (x) = p, (x) p, (x) 
Démonstration 
Soit une valeur x à probabilité positive à la fois pour les 2 lois données. 


Formons : 


+T 
te: . 
px dire 27 /. est) dt 
ar 


T — oc 


+T 2 +U 
« 1 1 i(t+u)x iux 
= lim ST à 26/7 (Enu) gp, (t+u) e P2 (-u) dt du 
TR Ur TU 


Ces intégrales ont un sens quels que soient T et U et, en remarquant que ; 


e'* œ (-u) du -f es (a) (u) du 
1 ue 1 à _i(E+u)x 
ru/° , (u) a 7x f wæ, (t+u) d(t +u) 
-Ù -T 


La seconde intégrale a pour toute valeur donnée de u une limite lors- 
que T —+o, c'est en effet : 


il vient : 


-T+u 


et , (t) étant presque périodique, nous avons vu que cette expression con- 
verge vers p, (x). 


Faisant tendre ensuite U vers l'infini, la première intégrale tend vers 
p, (x) d'où : 


P, (x) = p, (x) p, (x) 


On peut remarquer que ,{t) est une f.p.p. (Bohr, p.45-46 avec extension 
immédiate au cas de fonctions w, et y, différentes) et P; (x) = valeur moyen- 


ne , (t) e-t* {, Si cette quantité est nulle quel que soit x, la fonction 
g,(t) est identiquement nulle (Bohr p.60). Donc si les ensembles de va- 
leurs de x à probabilités positives pour les deux lois initiales, sont des en- 


sembles disjoints w, = 0. 


Ce résultat pourrait être établi aussi facilement par décomposition des 
fonctions caractéristiques 


@ = D P; eitai 
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20b - Conséquences 


1° - Si w, et w, sont des f.c. du type I, le quotient : 


fe (t+u) ®, (u) du 
Fe OR 


est une fonction caractéristique. 


a = lim T—-c 


2° - Théorème : Une condition nécessaire et suffisante pour que cp (t) 
soit f.c. d'une loi complètement discontinue est que : 


lt) = lim h(t+u) h (u) du (20-2) 


T— © 


où h est une fonction presque périodique au sens de Besicovitch de classe 
B° (1) réalisant : 


Démonstration : 


I1 s'introduit ici une fonction h(t) qui peut ne pas être continue, c'est 
pourquoi il faut introduire la notion plus large de fonction presque périodi- 
que donnée par Besicovitch. 


a - Condition nécessaire : la ''répartition'' \V P, = À, en x, est telle que 


DEA | ? < œ donc (théorème de Riesz-Fischer-Besicovitch). 
> A, eit* k définit une fonction presque périodique de classe B°, soit 


h(t) et à w (t) (20-2) correspond la répartition (p,) en Ge) 
b - Condition suffisante : 


Soit h{t) € B° elle est décomposable en série de Fourier : 


> A, e'%* k avec 
k 


ê (théorème de Parseval-Besicovitch) 


M {hrof) = Sa 


si (par hypothèse) 
donc w(t) est la f.c. de la répartition ( | AE Fr) en (x,). 
3° - Si à p(x) correspond ® (t) : it 
à p° (x) correspond la p.f.c. , (t) = - lim Fr /ete+0 cp (6) dé et : 
0 pa 


4T 
(0) = ps p’(x)= lim 2 /k (t)f dt on retrouve l'indice de concentration. 
ca T À 


—+ ©G 


(1) A.S. Besicovitch - Almost periodic functions - p.109-110. 
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LOIS ABSOLUMENT CONTINUES | 


- QUELQUES PROPRIÉTÉS DES FONCTIONS DE LA CLASSE £’(-cc,+0&) 


Soit £' la classe des fonctions f (x) mesurables et telles que : 


PAC dx < oc 


Théorème : Si f(x) et g(x) appartiennent à L’ le produit fg est absolument 
sommable. 


Soit | f (x) | = f et supposons par exemple f, < g,=f, +h 
. 2 pour une valeur arbitraire de x. 
lex) | = 


Alfebsré se =21 ur 1x 


FRE RU Ne th +R 


d'où :2|fg |dx <o(f re |dx done f 2 ralex</ x + f 8; dx < ©œ 


On a de plus l'inégalité de Schwarz : 


VÆ (x) g (x E < GE x /1e6 |" dx 


Corollaire. 
Si f(x) et g(x) appartiennent à la classe £?, la quantité f(x) g(u-x) est 


absolument intégrable en x sur (-, +cc) quel que soit u. 
21.a. Transformation de Laplace des fonctions de classe L° 


La théorie a été faite par Plancherel dont voici le principal théorème : 
Théorême de Plancherel (1) 


Soit f(x) une fonction réelle ou complexe de classe L’ et soit 


& (t,a) 4 f(x) e'* 


lorsque a tend vers l'infini, ® (t,a) converge en moyenne sur (-c, +oc) 
vers une fonction (t) de classe £?. Cela signifie que : 


lim fe0 - ® (t,a) | dt =0 
a—+oc : 
Ha) = fe (+) eo 


converge en moyenne vers f(x) quand a—+cc . 


Réciproquement : 


(1) Voir par exemple :E,C.Titchmarch :Introduction tothe theory of Fourier Integrals, 
p.69. 
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22,-THÉORÈME 


Soient deux lois de densités f, (x) et f, (x) de classe £? et de f.c. y, (t) 


p(t). Cet 
pat) = + fettr) œ,(u) du 


est la p.f.c. qui correspond à la ‘'densité!! f(x) = f(x) f,(x) 


La fonction 


Démonstration 1 


Formons fa(x) = A er X Psft) dt 


= A fes fr (t+u) Pr(u) du 


L Cette intégrale est absolument convergente, d'après les remarques 
précédentes, car w, et P: sont de carré sommable, on peut intervertir l'or- 


dre d'intégration et écrire : 


1 +Oc +oœ 
£, (x) = zæ/: ent p, (-u) du 1 At P: (t ne u) dt 
= ©c t= © 


f, (x) = 1 caux w,(u) du . a ennui (tu) d(t+u) 


on intégre pour u = C* par rapport à t puis en u. Il vient : 


f, (x) = £,(x) £, (x) 


22 a - CONSEQUENCES - 


Si y, et #, sont des f.c. de classe £? ; le quotient : 


œ, (t) fe (t+u) p, (u) du 
æ,(0) se NAT 


est la f.c. d'une loi absolument continue. 


2° - Une cæmdition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction (t) 
soit la caractéristique d'une répartition absolument continue est qu'on puis- 


se mettre æ sous la forme : 


où g{t) est une fonction de la variable réelle t réalisant : 


DEMONSTRATION 


a - Condition nécessaire : Soit w (t) correspondant à la densité f(x). La 


densité'' \/ f(x) est une fonction de classe £L° à laquelle on peut associer 


une transformée de Laplace. 
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h(t) = \/2zx gt) = lim / VE) elt*., dx 
X —0c./_ x 


 (t) NL h(t+u) h(u) du = fat) g (u) du 
sec plo=/1eltaæst. 


b - Condition suffisante : Soit g(t) réalisant | g(t) |? dt = 1 c'est donc 
une fonction de carré sommable ; elle admet uné transformée de Laplace : 


+T 
a (x) =" lim gt) e-it* dt 
T—c 
= 


+T 


et si h(t) =\ 2x gt) , on a : a(x) = 5 > lim e-"*X h{t) dt 
T7 
et : œ (t) = 'É (t+u) h (u) du 


(t) est la f.c. qui correspond à la ''densité"' a° (x) toujours positive, et de 


plus : 
e (0) = f gt | dt=i 


C'est donc bien une véritable fonction caractéristique. 


C. - LOIS MIXTES 


23. - LOI DU TYPE I ET LOI DU TYPE Il 


Soit w, f.c. du type I correspondant aux masses p; en (x;) 


æ, f.c. du type Il correspondant à la densité f(x) bornée 


[ la densité doit être bornée au moins sur l'ensemble (x.) ] 
et formons : 


+U 


œ(t) = RE lim g(t+u) &, (u) du 


U— cc -ÙU 


Théorème : y, est la p.f.c. qui correspond à la ‘répartition! discontinue 
de masses p;en xi, 


avec : 


P,(x;) = pif (x;) 
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1 +T +U d 
lins ul e-itxi H/# (t+u) &, (u) du 
æ Le 
1 +U +T 
= lim 21 e-"*i o,(u) du rm / + e-itttu)x @ (t+u) dt 
A 7 


p,f (x;) 


En effet : 


P; (x;) 


24. - LOI MIXTE ET LOI CONTINUE 


w, du type I masses p; en (7) 


Soit ® (t) = LE ur 
DE nie pires w, du type Il densité f, (x) 


Pa 00 ag 0 p+ra=ti 


(t) du type II - densité f, (x) 


On forme : 


alt) = 2 lim ® (t+u) P, (u) du 


pt) = 3 lim p SE , (t+u) ,(u) du 


,est la p.f.c. d'une distribution mixte comprenant d'une part les mas- 
ses finies p;f,(x;) en x; et d'autre part la densité f, (x) f, (x). 


24. a. Loi mixte et loi discontinue 


A la fonction ® (t) précédente, (masses pi + densité f, (x)), associons 
, (t) du type I (masses p; en Ka} 


+U 
Soit. æ,(t) = lim Den & (t+u) P, (u) du 
—U 


U— © 
+U 


Spin 2 / + (t+u) S, (u) du + q . lim 25 faute) ÿ, (u) du 
-U -U 


+U 


La seconde intégrale, inférieure à lim 0 +, (u) du = 0 est nulle. 


—U 


Fe ner 
La première donne une p.f.c. correspondant aux masses PIND: EUR 
l'ensemble (x;). 
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24.b. Deux lois mixtes 


L'opération précédente appliquée à deux lois mixtes élimine ce qui 
n'est pas la masse finie. 


Si $, correspond à (Pr pi) Huq) fe (x) 


et $&, correspond à (p, . p,) +q,f, (x) 


+U 
æ, (t) = lim 25 / ®, (t +u) ë, (u) edu 


æ, (t) correspond à p, p, p,( p,() sur l'ensemble à probabilité stricte- 
ment positive à la fois pour la loi {1) et la loi (2). 


24.c. Conclusion 


Deux formes du produit de composition sont intéressantes : 


+U 
D'une part : @°w,= lim 25 / w,(t+u) w, (u) du 
u 


U—c 


Le résultat est une p.f.c. du type I si w, et w, sont toutes deux de ce 
type, la limite est nulle dans le cas contraire . 


+U 
D'autre part : D" D, = QT ni p,(t+u) , (u) du 
U m 


——pOoc 


applicable si l'une au moins des f.c. initiales est du type II ( w, par exem- 
ple et le résultat est du même type que ®, . 


D. - FILTRAGE DE DISTRIBUTION 
OÙ LOIS CONDITIONNELLES 


Soit une variable aléatoire X définie sur (-,+cc) et supposons qu'un 
phénomène extérieur empêche d'observer les valeurs de X extérieures à 
un certain ensemble E. Deux cas sont à distinguer selon que E est discret 
ou continu. Nous supposerons d'abord E fini (nombre fini de points ou en- 
semble continu de mesure finie). 


25. - ENSEMBLES DE TYPE Il - FILTRAGE PAR BANDES 
E est caractérisé par sa ‘fonction de distribution!'' M (x) 


DOC" 
M (x) = mesure de (X) avec 


XMCRE 
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UD ae) 


C'est une fonction définie positive (une f.c. de type II multipliée par la me- 
sure de E) elle sera dite ''noyau de E"'. 


et formons : 


7 (0) = mesure de (E) 


La donnée de 7 (t) détermine (E) à un ensemble de mesure nulle près. 


25.a. Filtrage par (E) d’une répartition mixte (ou type ! ou type Il) 


La répartition de f.c. , (t) filtrée par E a pour p.f.c. 


, (t) = p, * 1 0 ®, (ttu) Y (u) du 
=U 


En particulier : la somme des masses de la loi (1) intérieures à (E) est : 


, (0) = 5% im / œ, (u Y (u) du 


Loi tronquée : Si E est l'intervalle (a,b), son noyau est : 


25.b. Application 


eitb - eita 
T RE UNreon , soit o (t) lac. de 


La loi tronquée de X € E a pour f.c. 


lim : (t+u)(e-ivb - ee) ee 
WALES iu 
& (t) = 
lim _. nl ei) _ 
ÜU—o / 
La masse intérieure à E est : 
rh À 
1 ae 
17 (b) _ 19 (a) TEE lim œ (t) Latite à F à dt 


26. - ENSEMBLE DE TYPE | - FILTRAGE PAR RAIES 


E comprend un nombre fini de points x; et estcaractérisé par sa ‘'fonc- 


tion de distribution! M (x) 
> CE MD 


M (x) = nombre de x; tels que 
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Son noyau est : 
pie D ef 
i=1 


C'est une fonction définie positive (f.c.de type 1 multipliée par y (0) =n). 
Filtrage d'une loi mixte (£, -w,) par E. 


. . Ld 
Seules les masses finies de £, sur E sont conservées. 


La p.f.c. de la répartition filtrée est : 


p(t) = lim oo y,(t+u) 7 (u) du 
U =u 


eo 


La ‘mesure de distribution de probabilité £, , par E'' (somme des 
masses de £, appartenant à E) est : 


æ, (0) = : lim 25/ * (u) 7 (u) du 


nd 


27. - EXTENSION A DES DOMAINES INFINIS 


Le filtrage peut s'étendre à des domaines infinis par passage à la 
limite. 


Par exemple, pour obtenir la loi des valeurs positives de X, on prend 
le noyau de l'intervalle (0 - N) soit : 


telle '1. icosNt MOei TEEN 
Ta (t) = it x it ver 


la f.c. de X > O0 est (à un coefficient près) : 


lim x 
E- Cfa 


D'une manière analogue on peut obtenir la loi des valeurs absolues de 
X sachant que ©, (t) = Alt) + iB(t). On applique la noyau 2 7, à Alt), 
d'où : 


“ve +u 
, ne be | ” 
SC Om | lim Au) RS en FHPR CAN . 
Nc LOS Ly U TX /, u 
. +U 
= At) +—— lim | lim PU) LU et | 
x Nc ÙU — ©c Cy U 


CHAPITRE V 


LA CLASSE DES FONCTIONS DÉFINIES POSITIVES 


A. - CLASSE (£) DE FONCTIONS 


28. - DÉFINITION 


On désigne par @ la classe des fonctions (2 (u) définies par : 


 (u) fe dF(x) 


où F(x) est une fonction monotone croissante, à variation totale finie : ® (0) 
Ce sont des f.c. multipliées par un coefficient constant positif. Si @ (0) = 1 
on dira que la fonction est réduite. 


Il existe une correspondance biunivoque, entre les fonctions (A7 
et les fonctions de répartition F (x). Rappelons les propriétés topologiques 
de'ces deux familles de fonctions. (On supposera les fonctions y réduites 
et F(x) variant de 0 à 1). 

Théorème de Helly-Montel 


Les fonctions de répartition forment un ensemble compact ; mais la 
limite d'une suite infinie de f.r. peut ne pas être elle-même une f.r. Nous 
dirons qu'il y a convergence stricte d'une suite K, (x) si 


F(-cc) =0 
à Pape. hi avec 
F (+oc) = 1 
Si une suite F, converge strictement, la suite associée , (u) a une 
limite (u) atteinte uniformément dans tout intervalle fini de u et cette li- 
mite est la fonction de @ associée à la limite F (x) des F, (x). 
Théorème réciproque 
Si une suite infinie w, (u) de fonctions de la classe tend vers une 
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limite g(u) atteinte uniformément dans un intervalle arbitrairement petit 
autour de l'origine ; g(u) est la fonction @ de la répartition F(x) limite des 
EF, (x) 


n 


29. - 


Pour définir et étudier les fonctions @ on peut se limiter à une sous- 
classe de @ dense dans Ÿ . Deux sous-classes sont particulièrement inté- 
ressantes : 


1° - La classe %, des f.c. de répartitions complètement discontinues 
(et ces fonctions multipliées par une constante positive) 


, (u) = 2 P, ent K pr” /0 x P, borné 


2° - La classe %, des f.c. de répartitions absolument continues (et 
ces fonctions multipliées par une constante positive) 


P, (u) = / où f(x) dx f(x) > 0 sommable sur (-cc,+ec) 


Deux opérations sont fermées sur la classe  : le produit multipli- 
catif et le produit de composition (ce dernier pouvant prendre deux formes 
différentes comme nous l'avons vu; elles se ramènent à l'expression : 


4 (t+u) ÿ, (u) du 


CE) = Lien — oc où w, et w, (SEA 


Ja ÿ, (u) du 


Il est intéressant de donner des conditions nécessaires et suffisantes 
d'appartenance à € , exprimées par ces opérations. 


30. - CONDITION NÉCESSAIRE ET SUFFISANTE PAR PRODUIT 


Soit w(u) € 


Il est nécessaire et suffisant, pour que f(u) e que : 


f(u) @ (e u) € @ pour 0O<e<hr 


positif arbitrairement petit(l). 
Il est évident que la condition est nécessaire. 


Réciproquement, si cette condition est remplie f(u) est une fonction 
continue 


et soit w.(u) = f(u) æ (€ u) 


Pour une suite infinie de £ tendant vers 0, la suite Pe tend vers une 


(1) Cet énoncé généralise un th. donné par H. Cramer : Transactions of the 
American Math. Society, vol 46 - 1939, p 91, 
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limite f (u) atteinte uniformément au voisinage de l'origine : cette limite 
est donc elle-même une fonction % . 


31. - PRODUIT DE COMPOSITION ET CARRÉ DE COMPOSITION 


Nous avons vu au chapitre IV des conditions nécessaires et suffisantes 
d'appartenance à à €, (n° 20.b) ou à , (n° 22.a). On peut faire la synthèse 
de ces énoncés de la manière suivante ; 


Une loi quelconque L peut toujours être définie comme limite d'une fa- 
mille L, de lois absolument continues ; donc ; f.c. de L est limite de 
Pn Es A et cette limite est atteinte uniformément É tout intervalle fini. 


Or Pa = fetes) g(s) ds avec | g(t) [e dt = 


d'où l'énoncé suivant : 


31.a. Théorème de Khintchine 


Une condition nécessaire et suffisante pour qu'une fonction œf{t) soit 
f.c. est qu'elle soit limite atteinte uniformément dans tout intervalle fini 
d'expressions: 


fat g(s) ds avec A g(t) F dt =1 


En d'autres termes on peut atteindre les fonctions de la classe Ÿ à 
partir de fonctions de carré sommable : R(t) € L?. On forme les carrés & 
composition des fonctions R({t) et on complète cet ensemble par sa ferme- 
ture par rapport à la convergence uniforme dans tout intervalle fini de t. 


Autre condition par produit de composition 
Soit g(u) € € 
et D = gp" Cor ANS 6 
La (u) € Los 
donc en particulier ® (0) = æ (u) g(u) du est réel positif. 


Réciproquement : Soit w (u) fonction continue de carré s ommable telle 
que, quel que soit g(u) € on ait : 


+T 
lim T—-c VE (u) g(u) du réel positif 
CT 


dans ces conditions 
+T 
l - iux d 
Es w (u) e u 
CT 


converge en moyenne vers une fonction f(x). Cette limite ne saurait être 
_iux 


être négative d'après l'hypothèse pour g(u) = 
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Réciproquement : 
= +Xx 


(a (u) = lim el" f(x) dx avec f(x) > 0 
X—+ 0G 27 


(0) - fr dx est borné 


31.b. Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une fonction continue 
de carré sommable appartienne à © (donc à %,) est que pour toute 
fonction g (u) E $ on ait : 


. +U 
se 7 w (u) g(u) du réel positif 
-U 


d'où l'énoncé : 


B. - DISTRIBUTIONS FINIES 


32. - 


Une distribution sur la droite d(-œ,+cc) sera caractérisée par sa me- 
sure sur tout ensemble appartenant à d. Cette ''mesure de la distribution sur 
E'' ou D(E) sera une fonction réelle ou complexe, complètement additive, 
Enfin la distribution sera finie si | D(E) | < © pour tout E. 


Il nous sera suffisant de connaitre la mesure d'une distribution dans 
l'ensemble des intervalles (a,b) : a < x < b et pour cela de se donner la 
l'fonction marginale de distribution! : 

G(u) = D(x < u) 


Si la distribution est finie, la fonction G(u) est à variation bornée sur 
tout l'intervalle de variation ; on peut donc poser : 


G(-æœ)=0 


32.a. Transformée de Laplace d’une distribution 


À toute distribution finie, donnée par G(u) on peut associer la fonction : 


g(x) ni dG(u) 


intégrale absolument convergente quel que soit x, qui définit une fonction 
g(x) continue et bornée. On note g = L(G) et g est dit noyau de distribution. 


32.b. Produit de composition de deux distributions 


Soit deux distributions de fonctions marginales : G,(u) et G,(u). On 
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appelle produit de composition H = G, rer la distribution de fonction mar- 
ginale H(u) avec : 


H(u) fs (u+t) dG, (t) 
soit : 
H(u) AT u+t) dG, (t) 


avec 
dG, (u+t) =D [ttu< LS t+u+du | 


Ce produit n'est pas, en général, commutatif, ni associatif. 


Noyau d'un produit 
Soit H(u) = G, * G, son noyau est : 


1 


h(x) = { =" dH(u) 
fe “fa u+t) fe dG, (t) 


= g,(x) g,(x) 


Carré de composition : si H =G*G h(x) = | g(x) |° 


33. - DISTRIBUTIONS ABSOLUMENT CONTINUES 


On entend par là le cas où la fonction marginale G(u) est absolument 
continue ; elle admet alors une densité G'(u). Le carré d'une telle distri- 
bution est de même nature, sa fonction de distribution est dérivable : 


‘(u) = f s'tu+0 G'(t) dt 
| g(x) Là Ur H p du 


son noyau est : 


donc réciproquement : 


et H!, est une fonction de la classe CE 


34. - DISTRIBUTIONS COMPLÈTEMENT DISCONTINUES 


C'est le cas où G(u) se réduit à une fonction de sauts. La mesure de 
distribution est nulle en dehors d'un ensemble dénombrable ( # )} de points 


x,. On dit que t est le support de la distribution. 


Pour x = x, 


274 M. GIRAULT : LES FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES ET LEURS TRANSFORMATIONS 


Soit À une telle distribution. Son carré dé composition P = A*A est 
une distribution de même nature définie par : 


ANERhEUSSE AA(x,) AA (x,) 


k Let 
soit : 
AP(E, x ea tar si la différence x, - x, n'est obtenue 
AP(x,-x,)=a, a, que d'une seule manière dans ( #& ). 
et AP(0)= 2%) 2 


Le support E de P ne dépend de % qu'à une translation près. On peut 
ramener l'origine à la plus petite valeur de * et dans ce cas : 


tx 1e 17 


A Plu) = P(u+o) - P(u-o0) définit une fonction discrète hermitienne, nulle 
presque partout ; les valeurs non nulles sont prises pour : 


Rise ve. (EM 


= + 
uit | ax np? Xk 


h k | 
Nous dirons que la fonction discrète A P ‘dérive de la distribution 
carrée'' A* A = A(?, 
Exemples 
1° - Soit À défini sur l'ensemble 0,1,2,3,...(n-1) où les sauts sont 
égaux à 1. 


Le carré de composition est défini sur l'ensemble 0, A tn 


aveci/\NtP (Ex) =/n1#1k 000 


Nous désignerons par T, cette fonction caractérisant une ‘''distribution 
discontinue triangulaire''. 


2° - Soit À défini sur 9 il 


où ASAE = 1 
A A = A* A réalise : 
pour : u =- 0 1 


ANA) 2 1 
Si l'on forme les puissances successives à gauche : A(") = A* A(°-1), on 
vérifie facilement que les différences finies À [at | sont les (n+1) coef- 


AB P : . : . 
ficients C; pour n+l valeurs entières consécutives de u. En particulier 
pour un degré pair : 


A2P) = AP) * A CP) 
on à : 
(2p) = p+u 
A [ 4 |: = C., 
pour u entier de -p à +p. 


Nous désignerons par C,, cette fonction. 
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35. - MESURE D’UNE DISTRIBUTION PAR UNE FONCTION DE LA CLASSE %& 


Soit une distribution H(t) de noyau h(x) 


h(x) fes dH(t) 


et soit d'autre part o fe" dF(x) une fonction de la classe % 


On appelle mesure de H par y la quantité : 


S [+ (t) aH(t) 


On peut exprimer autrement cette mesure : 


Formons : ® (u) = /+ (u+t) dH(t) 


PUS dF(x) dH(t) 
-f arts Jet dH(t) 
& (u) - fs h(x) dF(x) (35-1) 


Cette relation entraine les deux énoncés suivants : 
Théorème 
Soit p € @ et H une distribution finie à noyau réel positif 


® (u) - fe (u+t) dH(t) appartient à 6 . 


Théorème de Parseval généralisé 


Si u = 0, on obtient : 


s = ve & (t) aH(t) = 1 h(x) dF(x) 


Cette mesure est aussi la mesure de la distribution de probabilité F 
par le noyau de H. 


35.a. Application : transformation de fonctions de la classe 6 


Soit æ(t) € $ et H(t) la fonction marginale d'une distribution carrée 
H(t) = G*G. On forme $ =w*H. % appartient à @ © 


En effet : (9) (t) fe dF(x) 
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et si g(x) est le noyau de G; on a : - 


[60 | = fer ant) 


dans ce cas (35-1) devient : 


® (u) fe (u+t) dH(t) = fev 


ce qui démontre le théorème. 


g(x) |? 4F(x) 


35. b. Exemples 


Si H est l'une des distributions carrées discontinues indiquées plus 
haut (n°34) et w (u) une f.c., les expressions suivantes appartiennent à @ 


n-1 


?, =nœ(u)+ )7 (n-p) [g(u+p)+æ(u-p) | 


p=1 


De > Ci p (u+p) 


CHAPITRE VI 


FONCTIONS DE TYPE NON NÉGATIF 
A UNE OÙ PLUSIEURS VARIABLES 


A. - FONCTIONS D'UNE VARIABLE 


36. - DÉFINITION 


Une fonction complexe bornée f(u) est dite de ‘type non négatif'' si, 
quelle que soit la distribution carrée H(u) la mesure S de H par f est réel- 
le non négative. 


S = M, (f) = fa dH(u) réel > O0 (36-1) 
avec : dH (u) - f'actu+o d G(t) 
t 
Si H est le carré d'une distribution À complètement discontinue et dé- 
finie par les valeurs (a,) sur l'ensemble (u,) avec h=1,2,...n ;ona : 
n n m 
SSD SR exe a, (36-2) 


h=1k=1 


Si, au contraire À est continue, définie pour O0 < u < U et admet la 


densité g(u) 
S DA f(r-s) g(r) g(s) dr ds (36-3) 


36. a. Exemples de fonction de type non négatif 


1° - Toute fonction @(t) € 6 est du type non négatif. En effet d'après 
le théorème de Parseval généralisé (35) : 
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= [4 0 ant - ÿ h(x) dF(x) 
h(x) = | g(x) |? 
S 1 | g(x) |? dF(x) est bien réel > O0 


2° - Tout carré de composition de fonction bornée de la classe £° est 
de type non négatif - 


Soit f(t)E L’ et ® (u) - [sur £(t) dt 
et d'autre part : 
H(u) -f° (u+6) dG(a) 


s- fs (u) dH(u) IE (u+t) f(t) dt dG(u+8) dG(8) 
+ 


s- fa fi) ) dG(8 (6)  «tu+9 dG(u+0) 
si l'on pose t = 0 +5 S - fa fo +s a(8) f'#ture +s) dG(u+0) 


S -f\fre+s dG(u)|?ds réel > 0 


3° - S étant linéaire par rapport à H :1les formes linéaires à ffi- 
cients positifs de fonctions de type non négatif sont aussi de type non négatif. 


avec : 


36.b. Théorème de Bochner 


La classe des fonctions de type non négatif continues au voisinage de 
l'origine, coincide avec la classe € . 


C'est 1à un théorème classique dont on peut en utilisant les résultats 
du chapitre V simplifier la démonstration : 


Nous savons (36.a) que toute fonction de classe est de type non né- 
gatif. 


Soit f(t) de type non négatif, elle réalise en particulier : 


f(0) (a a +b b) + f(t) ab + f(-t) ab réel 


VW 
[=] 


d'où : £(-t) = f(t) [£t)| < £(0) 


s 


Si l'on applique la relation de définition à une distribution discontinue 
réduite à trois sauts en t t+h t+2h et si f(0) = 1, on obtient une 
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forme quadratique définie non négative de discriminant : 


1 £ (h) f(t+h) 


f (t+h) f 1 
d'où après développement : 
f£tt +h) -f(t)|2 < 1 - |£(h)|? + (Eh) - 1) Et) f(t+h) 


Si h——0 l'hypothèse de continuité à l'origine entraine (f, -1)——+0 il 
y a donc continuité partout. 


D'autre part, soit gt) € @ et be (t) une fonction de @ absolument 
sommable. On peut choisir : 


dH(t) = de (et) g(t) dt 


et on doit avoir, quels que soient € et g : 


VA be (e t) g(t) dt réel positif 


ce qui implique (31.b) que : 


®, (t) = f(t) pu (e t) appartient à et cela quel que soit € . Si e— +0 la 
limite f(t) atteinte uniformément au voisinage de l'origine est aussi fonction 
de classe % . 


B. - DISTRIBUTIONS DE TYPE NON NÉGATIF 


37. - DÉFINITION 


Soit H(u) la fonction marginale d'une distribution et g(u) une fonction 
continue (réelle ou complexe) absolument sommable. On dit que la distri- 
bution (H) est de type non négatif si, quel que soit g, on a : 


S ff g(s) dH(r-s) dr réel positif ou nul 


r s 
S est la mesure de la distribution H par la distribution continue carrée de 
densité : 


(v) dv 


pau 
ce 
D 

A 

[ef 

+ 
Si 
ue} 


37.a. Propriétés 


Les distributions finies de type non négatif ont un noyau réel non né- 
gatif. 
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Si, dans la définition (37), on fait g(u) = ei"*° 


U .U 
S.= el &*X. dH(r-s) dr réel > O0 


fe fe ïx qH(u 
r=0 


est aussi réel jamais négatif ainsi que sa limite pour U——c qui est le 
noyau de (H). 


posons r-s=u 


Conséquence 


Soit (H) une distributionfinie de type non négatif, de fonction margina- 
le H(u) et une fonction w de classe G ;ilrésulte des propriétés précédentes 
et de (35) que 9 = w*H est de classe 6 . 


38. - EXEMPLES DE DISTRIBUTIONS DE TYPE NON NÉGATIF 


1° - Tout carré de composition d'une distribution finie (A) est de type 


non négatif. 
Soit H = A*A 
sf fat à dA(r) dA(s) 
= fan ) dA( D ) dA(s 
- ts dA(r) Ê donc réel > 0 


2° - Les distributions finies à noyau réel > O0 sont de type non néga- 
tif. Soit (H) une telle distribution de noyauh (x) et soit : 


19 27e fev gta) du 
S - faut /'atu+s) g(s) ds 
= [sel 160 Fr dx 


(en vertu du théorème de Parseval généralisé : 35). 
Cette quantité est toujours réelle non négative, 


Conclusion 


11 y a identité entre trois classes de distributions finies : les carrés de 
composition de distributions finies ; celles à noyau réel > O0 et les dis- 
tributions de type non négatif. 
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39. - TRANSFORMATIONS DE DISTRIBUTIONS DE TYPE NON NÉGATIF 


1° - Le produit de composition de deux distributions finies de type non 
négatif est une distribution de même type. 


Une distribution finie est une formelinéaire de distributions de proba- 
bilités ; on déduit très facilement de là que le produit de composition est 
encore une distribution finie, celle-ci est à noyau réel non négatif :c'ést 
donc une distribution de ce type. 


2° - La relation de définition étant linéaire en H les transformations : 
linéaires à coefficients positifs conservent le type fini non négatif. 


39.a. Les transformations H et K 


La transformation H fait correspondre à f(u) continue la fonction g(u) 


u 


H.f(u) = glu) à f 16) ds (chap. III) 


u 


La transformation % fait correspondre à la distribution finie (A) la 
distribution continue (sauf peut-être à l'origine) et de densité : 


D pour u > O0 


VE pour u < 0 
tal 


La mesure de (A) par Hf est la mesure de % A par f. 


Soit: S= M, (Hf) DÉTÆCE 


Een (x) dx étendue au domaine 0<x<u et u<x<0 


en intégrant en u pour x constant : 


s = f/ 100 8x 8e ALES 
S = f «0 k(x) dx = JM, (f) 
CROP Dr 


2° - Si (A) est une distribution finie de type non négatif il en est de 
même de la distribution (%X .A). 

Il est évident que (%.A) est finie en même temps que (A) (mêmes 
masses réparties d'une autre manière). 


1 - éorè amen 
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x 
Si y (x) est le noyau de A ; (% .A) a pour noyau mie (s) ds réel 
positif . fs 


3° - Si f(u) est une fonction absolument intégrable de type non négatif 
(une f.c. absolument intégrable par exemple) l'opération J la transforme 
en fonction de type non négatif. 


f(u) est la densité d'une distribution (A) finie de type non négatif à la- 
quelle on applique la transformation J . 


4° - Si f(u) est une fonction intégrable de type non négatif ; la fonction 
H.f(u) est aussi de ce type. 


Soit une distribution carrée quelconque Au) on doit avoir : 


S - fm dA(u) réel > 0 


OT -f d( # .A), qui est bien réel > 0 d'après les hypothèses. 


40. - DISTRIBUTIONS DISCONTINUES DE TYPE NON NÉGATIF 


Le cas des distributions complètement discontinues mérite d'être ex- 
plicité. La fonction de sauts C(u) qui en dérive est définie par un ensemble 
discontinu & . Cette distribution est de type non négatif si quel que soit 
l'ensemble des valeurs a; en x; NE ai nn 


3 >. C(x; - x) a; 3; est réel > 0 
i Jj 


cette définition équivaut à la définition (37). 


On montre facilement que l'ensemble & est symétrique et comprend 
l'origine ; la fonction C(u) réalise : 


40. a. 


Les fonctions discrètes telles que T, et C,, dérivant de carrés de dis- 
tributions et les formes linéaires à coefficients positifs de ces fonctions 
sont de type non négatif. 


En particulier : soit R, une distribution de deux masses positives éga- 
les et symétriques : 


A R(u,) = AR(-u,) = p, 
On considère un ensemble R réunionde distributions (R ) avec S2p zTr 
ë ; : : q AL h h 
et soit I la distribution de masse 1 à l'origine. h 
La distribution R + rl est de type non négatif. En effet : 
RubirT es D) MRIMAIDEN) 


h 
où R,, +2 p, l'est triangulaire donc de type non négatif. 
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Par suite : si w (t) est f.c. ® (t) est fonction de classe %. 


avec : DCR AE P, [pt+t)+vt-t)| 


l 
avec P, Sent P, < LR 


41. - EXTENSION A DES DISTRIBUTIONS INFINIES 
On peut étendre les résultats précédents et transformer des f.c. par 
des distributions infinies, mais restant finies sur tout domaine fini. 


Soit A(u) la fonction marginale (on lui donne une valeur finie pour u =0) 
et A, (u) telle que : 


d A,(u) =f,(u) dA(u) 


S 


où f,(u) appartient à la famille des fonctions f absolument continues infé- 
rieures ou égales à l en module et qui tendent vers 0 à l'infini. On peut 
extraire de la famille des fonctions f une suite f, tendant vers 1 lorsque 
n——oc et telle que les distributions À, restent finies. 


Soit alors æ une ice 


®. (t) - /« (t + u) dA, (u) est de classe @. 


Si ®, converge vers une limite atteinte uniformément au voisinage de 
l'origine, cette limite est elle aussi une fonction de classe Ÿ 


41.a. - EXEMPLE - 
Soit une distribution (J) telle que : 
A J (u) = 1 pour x entier, positif, négatif ou nul 


AJ (u) = 0 ailleurs 
Nous appellerons noyau de  (J) la fonction : 


+U 


1 de isa ne dJ(u) 
U— oc AT 


7 (x) s'identifie à la fonction de saut À J mais répartie sur le treillis (0,2x) 
au lieu de (0, 1). 


Soit w (t) une f.c. décroissant plus vite que = (donc d'une répartition 
absolument continue de densité f(x).). 


D(t)=p'J= pt) +@lt+1) +plt - 1)+...+pt+n)+aplt-n)+.. 


est une fonction de la classe Ÿ et ' o est la f.c. d'une distribution com- 
plètement discontinue comprenant les masses proportionnelles à f(x) en 


x=27rh hentier 20. 
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C. - FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES 


L'extension des définitions et propriétés précédentes peut s'étendre de 
deux manières différentes. Avant la généralisation proprement dite (qui se 
rattache aux f.c. d'éléments aléatoires d'un espace E,) voyons une exten- 
sion très importante dans la pratique et qui s'applique à des fonctions l 
d'un espace carré E x E donc à 2 (ou à Zn) dimensions. 


42. - MATRICES DE TYPE NON NÉGATIF 


Si l'ensemble E est discret, réduit à n valeurs et dans le cas de deux 
variables, le tableau des valeurs de I est une matrice carrée de rang N. 


La matrice de terme général A =,a, 4, h=/152--Fenestidites 
‘matrice produit élémentaire''. Une telle surface est carrée, hermitienne. 


On peut définir la mesure d'une matrice À par une matrice de même 


rang B comme suit : 
A | B = B} | 
1 


mesure S = [4.8 ] FDA B* 
Fer 


OU 


Définition 
Une matrice À de rang n est dite de ‘type non négatif'' si, quelle que 
soit la matrice produit élémentaire À, . 


S = [A A, | est réel > 0 


Exemples 


1° - Toute matrice produit élémentaire est de type non négatif 


À 


= à; & 


n 


SEE PRE, 12 sb 


2° - Les formes linéaires à coefficients positifs de matrices de type 
non négatif sont du même type. 


| b, | et A 


3° - Les matrices de moments liés de variables aléatoires définies 
sur une même catégorie d'épreuves sont de type non négatif : 


Soit: A= | ps. = Letx, X,) | 


et A, = {a &) 


n 


; Fo Z Pix and =E [Da x, |? 
h 


Si À est une matrice de type non négatif, la fonction discrète : 


th) ne Af est de type non négatif. 


h-k=u 
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42.a. Fonctions définies sur un ensemble continu 


Soit LT (t,t') définie sur un ensemble carré continu : t, < 5 < t, elle 
est dite de type non négatif si, quelle que soit la distribution H on a : 
T (r,s) dH(r) dH(s) réel >0 

Exemples 

1° - LT (r,s) = f(r) f(s) est de type non négatif 
où f(t) est une fonction continue pour :t, < t < t,. 

2° - Les formes linéaires à coefficients positifs de telles fonctions 
sont du même type. 


3° - Le moment mutuel d'une famille continue de variables aléatoires 
et par suite la covariance d'une fonction aléatoire est de ce type. Récipro- 
quement toute fonction de type non négatif est la covariance d'une fonction 
aléatoire du 2ème ordre. 


42.b. Transformations 


Le produit multiplicatif et le produit de composition (convenablement 
étendu dans sa définition) sont fermés sur la classe des fonctions de type 
non négatif au sens de (42.a). 


1° - On sait que le produit de deux covariances est une covariance. 


2° - Soit I (t,t') continue, définie sur (-oc,+oc) et A(0) la fonction mar- 
ginale d'une distribution finie où 0 < 8 < T. 


On forme : 
We T 


G(t,t') = sa (t+8 ,t' +0) dA(6) dA(0') 
8=00=0 
c'est encore une fonction de type non négatif. 
En effet l' s'identifie à la covariance d'une fonction X(t) et 
Fe 
Y(t) = X(t +68) dA(6) 
8=0 
est une fonction aléatoire qui admet précisément pour covariance G({t,t'). 


Si TL n'est pas continue, elle peut être approchée autant qu'on le veut 
par des covariances et le résultat des opérations est encore une fonction 
de type non négatif. 


43. - FONCTIONS DE TYPE NON NÉGATIF DE PLUSIEURS VARIABLES 
La généralisation a un nombre quelconque de variables se fait d'une 
autre manière. 


Une distribution finie dans un espace à n dimensions est définie par sa 
fonction marginale H(u' u* ...u") à variations bornées. 
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Son noyau est :h(v, VE Eve) {f° HAVE ELU TEVR) d'H(y' ne u') 
n 


Le produit de composition de F(u' ...u”) par G(u'...u") est H(u'...u") 


avec : 
H(u EYES ur, 0 ri) GC (Tr) 
soit : dGEH(uERe fa Fur ice) die (Ter) 
n 


dont le noyau est le produit du noyau de (F) par le conjugué du noyau de G. 


Pour F = G se trouve définie une ''distribution carrée'!' avec un noyau 
réel positif. 


La mesure d'une distribution H(u' ...u") par une fonction f(u!' ...u') 


dep jee Da Hu Ru) 


ce qui entraine les définitions de fonctions et distributions de type non né- 
gatif. 


Enfin la relation de Parseval (35) s'étend sans difficulté : 


Soit Fix, x) "et du ..u”) deux distributions finies de noyaux res- 
pectifs æ (u'...u") et h(x, x.) 


? DTA VARIE VE IUT) de Et at) 
(1) es. ee AL Xn) d'F(x,...x,)h(x,...x,) 
soit, si tous les vi = 0 


(2) VITE a) d'H (u ca sf fr. ) d"Fx,..….x,) 


Les théorèmes de convergence des suites de fonctions de répartitions 
et de fonctions caractéristiques s'appliquent sans aucune modification aux 
fonctions de répartitions marginales et aux valeurs de æ sur les axes ; et 
également aux répartitions marginales des formes linéaires homogènes 


des variables dont les f.c. sont les valeurs de sur des droites issues d& 
l'origine. La condition de convergence uniforme de  (t) dans un petit in- 
tervalle entourant du subsiste pour æ (u'...u") en remplaçant ‘'in- 


tervalle'' par ''domaine'! 


Ainsi le théorème de M.P.Lévy qui déduit de la convergence de np 
celle de F F s'applique immédiatement aux valeurs de sur toute 
droite issue de l'origine donc partout. On voit ainsi que tous les dévelop- 
pements précédents s'étendent. 


Signalons en particulier l'extension du théorème de Khintchine. Il est 
nécessaire et suffisant pour que w (u'...u") soit f.c. d'un ensemble aléa- 


toire à n dimensions qu'elle soit limite, atteinte uniformément dans tout 
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domaine fini d'expressions de la forme : 


ff % D TR ET) CE) de CITE 
avec : n 
VAE 
d 


De même les transformations H et % peuvent s'appliquer successi- 
vement par rapport à chacune des variables et les résultats du chapitre III 
subsistent. 


du. dun 


Voici à titre d'exemple la généralisation du théorème (15) pour deux 
variables (deux seulement afin de ne pas compliquer inutilement les nota - 
tions). 


Soit une distribution de probabilité en (xy) de f.r. F(x,y) et ( (u,v) sa 
f.c. On forme la répartition à trois dimensions de loi élémentaire : 


d'F(xy) es pour | Z | < | x |et nulle ailleurs 


C'est en (zy) la transforméé par #, de la distribution en (xy). 
@ (x v w) est après réduction 


de i(ux + vy) e"* -1 2 
UE ee d’'F(xy) 


d'où l'on déduit que : 


u 


® = Hx v + étui cu.) du* 
[o] 


est aussi f.c. et la transformation peut se faire successivement pour cha- 
cune des variables. 
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CHAPITRE VII 


LOIS CONVEXES 


44. - FONCTIONS CARACTÉRISTIQUES CONVEXES 


Polya(l) a mis en évidence une condition suffisante simple pour qu'une 
fonction soit la caractéristique d'une loi de probabilité, Les fonctions ca- 
ractéristiques sont dites ''convexes!'; et, par extension nous dirons que les 
lois qu'elles représentent s ont aussi des l'lois convexes!!. 


La définition des f.c. convexes résulte du théorème suivant. 
Théorème de Polya 


Une fonction p (t) définie pour toutes les valeurs réelles de la varia- 
ble t et réalisant les propriétés suivantes : 


Conditions I 


a) w (t) est réelle continue 
(0) = 1 
Et E) 
b) lim œ(t)=0 
t—oc 


c) (t) est convexe pourt > 0 (c'est-à-dire Aw < 0et Nwy > 0 
est une La correspond à une fonction de répartition F(x) admettant une 
dérivée F! régulière et continue sauf peut-être en x = 0 et admettant une 
densité f(x). On s'assure facilement grâce à la condition (C) que f(x) > 0. 
Nous avons donné (2) une démonstration plus intuitive que celle de Polya, 
basée sur des considérations géométriques et qui montre le lien entre le 


caractère de convexité de æ et le signe de f(x). 


44.a. Extension 
On peut donner des conditions suffisantes aussi simples et un peu plus 


(1) Polya - Remarks on characteristic functions - Proceedings of the Berkeley 
Symposium - Université of Californie Press. 

(2) D. Dugué et M. Girault : Fonctions convexes CeMPOlNYam SUR ESC ININVE 
Ho CneAOS Es 
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larges en modifiant la condition (b) comme suit :. 
Conditions II 
Si w (t) réalise les conditions (a) (c) et (b!) 
(HD ( (t) jamais négatif : c'est une f.c. 
En effet, soit w (t) convexe du type Polya (condition I) et ?, = 1 
On forme : 
D (t) = py+qw, avec p >0 a 0 Didi 
C'est une f.c. et elle satisfait aux conditions II. 
Réciproquement : Soit ® satisfaisant aux conditions Il. Sa limite pour 
t— © est positive ou nulle : soit q. 
$ =py +aw, 


où w est une caractéristique de Polya et $ est bien une f.c. 


44.b. Exemple 


Un exemple important est la fonction : 


LAN TE ax | | 
k(£)=1-|À) pour ball a 
a2.0 
k(£)=0 pour ktsles a 
La répartition correspondante a pour densité : f(x) = L - = Es” 


Nous noterons K(a) cette loi, dite ''loi de Khintchine!'. 


45. - PROPRIÉTÉS DE LA CLASSE DES LOIS CONVEXES 


1° - La classe des f.c.convexes est fermée sur l'ensemble des trans- 
formations linéaires à coefficients positifs. 


ARS DO ERP, UP: 2-1 Pirsont convexesret pm>0Meavec 2 P;, =]1 
PI pp. FD, xp mest aussisunerfs cuiconvexes Ù 


b - Par passage à la limite, à partir d'une famille de f.c. convexes 


Co (t,c) on aura de même : 
& (t) f (t,c) dF(c) 


où F(c) est monotone non décroissante et à variation totale unité. 
2° - La classe des f.c. convexes est fermée sur la multiplication. 


En effet : si w, (t) et w, (t) sont convexes, il en est de même de : 
p, (t) = wt) w,(t) 


On voit facilement que A w, < Oet sr 00: 
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3° - La transformation de B.de Finetti peut s'appliquer : 


Si (t) est caractéristique convexe : 


#, =1 -P+2 w (t) est du même type, 


CR ee FER F1 à : (_ 
et w, ainsi que sa limite pour n infini, soit e’(# ? 


Conséquences relatives aux lois convexes 


1° - Tout mélange de lois convexes est une loi convexe. 
2° - La somme de deux v. a. convexes est une variable convexe. 
On peut préciser un théorème central limite pour les lois convexes : 


Théorème : Soit X une variable aléatoire convexe (qui ne soit pas presque 
certainement nulle) : la moyenne d'un échantillon de n variables converge 
en loi vers la loi de Cauchy. 


Soit @ (t) la f.c. de X ; la moyenne de n échantillons indépendants a 
t 
pour f.c. Le of . Or w(t) à une dérivée à droite pourt > 0, égale et 


de signe contraire a sa dérivée à gauche pour t < 0 et définie pour t = 0 : 
Soit ‘(0) = lim w'(t) pour t > 0 tendant vers zéro. 


Dans un intervalle assez petit autour de l'origine : 


LS Et A Ehuse Le) 


OL + a (g'+e) | 


dont la limite pour n=—+cest el‘l*® , limite atteinte uniformément dans un 
intervalle assez petit entourant l'origine. 


Extension : Le théorème peut s'étendre au cas où les variables tout en 
restant indépendantes et convexes ne suivent pas nécessairement la même 
loi. Si les dérivées à droite à l'origine : w" ont une moyenne qui converge 
vers une limite : 


; : : : UE 
la moyenne des variables aléatoires a pour f.c. limite :e FERé 


3° - Le produit d'une variable convexe pour une variable aléatoire 
quelconque (indépendante de la première) est une variable convexe. 


En effet : Soit X variable aléatoire convexe de f.c. w (t) 
Y variable aléatoire quelconque de f.r. F(7) 


le produit XY = Z a pour fonction caractéristique : 


&, (t) -f« (ty) dF(y) 


c'est donc aussi une f.c. convexe. 


En particulier (pour Y ayant une répartition uniforme de 9 à l)on en 
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déduit que si : 


et ® (t) est convexe lorsque ® l'est aussi. 
4° - Le quotient d'une variable convexe par une loi quelconque (pres- 
que certainement non nulle) est une variable convexe, 


Avec les notations précédentes : & = Z, a pour f.c. 


. t 
8.0 = // € (6) art 


46. - LOI CONVEXE ÉLÉMENTAIRE 


La loi de Khintchine K(a) joue le rôle de loi convexe élémentaire, car, 
à partir d'elle on peut obtenir toute autre loi convexe par produit (ou quo- 
tient) d'une variable aléatoire soumise à cette loi par une variable aléatoire 
indépendante d'elle, Ce résultat a été donné par D. Dugué (1) avec l'énon- 
cé suivant : 


Si w (t) est une f.c. convexe : c'est la f.c. du quotient de deux varia- 
bles aléatoires indépendantes, la variable numérateur étant une variable 
de Khintchine.C'est donc une condition nécessaire et suffisante pour qu'une 
variable ait une loi convexe. 


La loi de Khintchine est la seule qui jouisse de cette propriété. 
Soit en effet : X de f.c. w(t) avec æg' > 0 non identiquement nul 
LATE ENTRE) 


Z = XY aura une f.c. ®$ avec &!'({t) fe (ty) y* dF(y) strictement 


positif, donc k(t) en particulier ne peut pas être obtenu par cette méthode. 


47. - DISTRIBUTIONS DISCONTINUES CONVEXES 


Soit une distribution finie, complètement discontinue V ; la fonction de 
sauts À Vi(t) étant définie pour les valeurs entières symétriques : 


t=0 t_Pl.. tre tu, 


avec : A V(0) MAMIE, A0 

AV(-n) = AV(n) 

AV(n-2)- AV(n-1) > AV(n-1)- AV(n) 
une telle distribution sera dite ''convexe!!,. 


(1) D. Dugué et M. Girault : Fonctions convexes de Polya, I.S.U.P, vol IV. fasc. 1 
955% 
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Théorème : Toute distribution convexe est de type non négatif. 


Soit tout d'abord une distribution de support fini (-n+1l) a (+n-1) 


avec : ANR 10 
AV(n-1l)=a, 
AV(n-2)=2a,+a, 


AM(Oh=near ND Ta ERA Fh2.4 0 +4. a, > 0 
L'ensemble des a, forme la distribution triangulaire a, T, 
L'ensemble des a, forme la distribution triangulaire ALP CLC A 


V est une somme finie de distributions triangulaires :c'est une distribu- 
tion de type non négatif. 


s 


On étend le résultat au cas de distributions à supports infinis par li- 
mite de distributions précédentes. 


48. - EXEMPLES DE TRANSFORMATIONS DE F.C. CONVEXES 


1° - Soit une f.c. convexe nulle en dehors d'un intervalle (-a,+a) telle 
que k(L) par exemple et la distribution J du (n° 41.a) avec la raison du 
support égale à 2 a. 


k(E)* I est une fonction définie pour toutes les valeurs de t : c'est une 


f.c. périodique représentée par k(E) dans l'intervalle (-a,+a). Elle carac- 
térise la distribution complètement discontinue de treillis (0,2); où la 
masseenx=Kk est : 


P, = x “ pour k impair positif ou négatif 


Cette distribution est elle-même de type non négatif puisque sa f.c. 
EMEA 


2° - De même e-l‘|* J définit la f.c. d'une distribution de treillis quel- 
le que soit la raison donnée au support de (J). 


3° - Le produit k(t)*C., (voir n°34) une fois réduit est une fonction ca- 
ractéristique : c'est un contour polygonal dont les sommets ont des abscis- 
ses entières et des ordonnées proportionnelles aux coefficients du binôme 
(a+b)'? . La limite pour p—>© est la f.c. des lois de Laplace-Gauss. 
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